Khronos






m Universidade de S&o Paulo
Reitora: Prof®. Dr®. Marco Antonio Zago
Vice-Reitor: Prof. Dr. Vahan Agopyan

Faculdade de Filosofia, Letras e Ciéncias Humanas
Diretora: Prof®. Dr®. Sérgio Franca Adorno de Abreu
Vice-Diretor: Jodo Roberto Gomes de Faria

7{ CHC - Centro Interunidade de Histéria da Ciéncia
fiaan 4 Cens - Diretor: Prof. Dr. Claudio Possani

EXPEDIENTE

Comissdo Editorial:

Caetano Ernesto Plastino, Francisco Assis de Queiroz, José Jeremias de Oliveira Filho, Mario Antdnio
Eufrasio, Marilda Nagamini, Paulo Marques e Shozo Motoyama.

Conselho Editorial:

Afrénio Rubens Mesquita (I10-USP), Alexandre B. Massella (FFLCH-USP), Alfredo Bosi (FFLCH-USP,
Academia Brasileira de Letras), Amélia Império Hamburger (IF-USP), Antonio Luciano L. Videira
(Univ. de Evora), Antonio Brito da Cunha (USP), Azis Nacib Ab’Saber (FFLCH-USP), Bronislaw
Polakiewicz (FCF-USP), Chicara Sasaki (Univ. de Toquio), Crodowaldo Pavan (ICB-USP), Francisco
Cesar Polcino Millies (IME-USP), Gabriel Cohn (FFLCH-USP), lldo Sauer (IEE-USP), Vicente Toscano
(1Q-USP), Gehard Malnic (ICB-USP), José Raimundo Chiappin (FFLCH-USP), Jeannette Maman (FD-
USP), José Maria Bassalo (IF-UFP), Julio Katinsky (FAU-USP), Luis Gonzaga Bertelli (CIEE),
Academia Paulista de Histéria), Manuel Serrano Pinto (Univ. de Aveiro), Maria Amélia Mascarenhas
Dantes (FFLCH-USP), Michel Paty (CNRS, Univ. de Paris), Milton Vargas (EP-USP), Nestor Goulart
Reis (FAU-USP), Luiz Henrique Lopes dos Santos (FFLCH-USP), Nelson Ibafiez (Instituto Butantd),
Newton da Costa (FFLCH-USP), Olival Freire Junior (FFCH-UFB), Oswaldo Pessoa Junior (FFLCH-
USP), Pablo Mariconda (FFLCH-USP), Paulo Alcoforado (IFCS-UFRJ, UFF, ILTC), Pedro Carlos da
Silva Telles (Petrobras), Rui Altenfelder Silva (CIESP-FIESP e APH), Silvia Mendonca Figueroa (IGPC-
UNICAMP), Witold Zmitrowicz (EP-USP).

Diretor: José Jeremias de Oliveira Filho (Editor)

Secretario: Francisco Assis de Queiroz

Foi feito o deposito legal.
Impresso no Brasil / Printed in Brazil
Julho 2016






Khronos

Revista de Histéria da Ciéncia

NuUmero 3- 2016






KHRONOS

Numero 3- 2016
Copyright © 2016 dos autores

E proibida a reproducéo parcial ou integral,
sem autorizacdo prévia dos detentores do copyright.

Servigo de Biblioteca e Documentagéo da FFLCH/USP

Khronos: revista de Histdria da Ciéncia/ publicacdo do Centro Interunidade de
Histdria da Ciéncia da Universidade de Sao Paulo. — V. 1, N. 2, jul./dez. (2016)- . — Sdo
Paulo: Humanitas, 2016-.

Periodicidade: Semestral
ISSN: 2447-2158

1. Historia da Ciéncia. 2. Tecnologia — Historia. 3. Metodologia cientifica —
Historia. 4. Epistemologia — Histdria. 1. Centro Interunidade de Histdria da
Ciéncia da Universidade de Séo Paulo. Il. Subtitulo.




Sumario

APFESCRIACAO ...ttt 7-9

Mohamad AL-HOUAJAIRI
Sur le théoréme de Ménélaiis et ses applications dans les Sphérigues de
I’Istikmal d’Tbn HOd de Saragosse ........cceeveevuieeiienieeiienie e 11-80

Oscar Jodo ABDOUNUR
Emergence of geometry and conceptual changes in theory of ratios in
theoretical Music in the 16™ CENtUTY...........ov.oveeveeeeeeeeeeeeeee e 81-92

Caroline EHRHARDT

Notations, proof practices and the circulation of mathematical objects.
The example of groups (1800-1860) ........ccceereieriierireiiieriieiieeie e 93-121

Dominique FLAMENT
La Topologie de Johann Benedict Listing (1808-1882) ; résonances dans
quelques ceuvres de CONtEMPOTAINS .....c.veeruveeriierieeiieeieeieeeieeeeeeveereeeeeeeenne 123-180

Frédéric BRECHENMACHER
A history of Galois flelds........cocevieviriiniiiiiie 181-260

Gildo MAGALHAES

On a possible contribution of transfinite mathematics towards
BUrhythimy .....oooiioi e e 261-278






TERCEIRA ESCOLA DE HISTORIA CONCEITUAL
DA MATEMATICA

Sao Paulo, Ubatuba, 09 a 14 de abril de 2012

A « Terceira Escola de Historia conceitual da Matematica », foi realizada no estado
de Sao Paulo, Brasil, de 09 a 13 de abril de 2012, patrocinada pelo Instituto de Mate-
matica e Estatistica da Universidade de Sdo Paulo, O Centro Interunidade de Historia da
Ciéncia, da mesma universidade e o Centre National de la Recherche Scientifique
(CNRS, Franga).

APRESENTACAO

A série de Escolas de Historia Conceitual da Matematica iniciou-se em 2008,
quando da realizacdo da primeira Escola, na Universidade de Brasilia. A segunda foi
organizada pela Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica de La Universidad nacio-
nal de Cordoba, Argentina, de 23 a 27 de novembro de 2010. Durante essa segunda es-
cola foi decidido que a terceira deveria ser realizada no Brasil e foi indicado seu coorde-
nador.

OBJETIVOS

As Escolas nasceram do anseio de pesquisadores franceses que visitavam nosso
pais de estabelecer uma colaboragdo efetiva entre grupos de pesquisa de ambos os
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paises. Posteriormente, com a realizagdo de Escola na Argentina, esta mete se ampliou
para incluir pesquisadores de outros paises latino-americanos (nessa segunda escola
estavam presentes também profissionais de Argentina e Uruguai, alem de brasileiros e
franceses). Em funcdo dessas idéias e experiéncias, foram estabelecidos os seguintes
objetivos para a terceira Escola:

* Promover a comunicagdo e o debate sobre estudos, projetos e experiéncias de
profissionais e estudantes interessados na Histéria da Matematica e da Ciéncia
em geral e nas relagdes entre Matematica, Historia, Epistemologia e Educagio
Matematica.

* Difundir a Histdria da Matematica e de seus conceitos entre professores univer-
sitarios e alunos de graduacgdo e pos-graduacio.

Comité Académico

Carlos Henrique Barbosa Gongalves - Universidade de Sdo Paulo (Brasil)

Claudio Possani — Universidade de Sao Paulo (Brasil)

Dominique Flament — CNRS (Franga)

Francisco César Polcino Milies - Universidade de Sao Paulo (Brasil)

Olival Freire Jr — Universidade Federal da Bahia (Brasil)

Nicolas Andruskiewitsch — Universidad Nacional de Cordoba (Argentina)

Plinio Zornoff Taboas — Universidade Federal do ABC (Brasil)

A coordenacdo cientifica do evento foi a cargo dos professores Carlos Henrique Bar-
bosa Gongalves e Francisco César Polcino Milies e coordenagdo geral a cargo deste
ultimo.

Comissao organizadora (local)

Carlos Henrique Barbosa Gongalves — USP

Claudio Possani — USP

Francisco César Polcino Milies - USP (Coordenador)
Plinio Taboas — Univ. Federal do ABC

Conferencistas

Oscar Jodo Abdounur (Brasil, USP)

Mohamad Al-Houjairi (Liban, Tripoli, Faculté de Génie, Université Libanaise)
Fréderic Brechenmacher (France, Université d’ Artois)

Olivier Bruneau (France, AHP, Université de Lorraine)
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SUR LE THEOREME DE MENELAUS ET SES
APPLICATIONS DANS LES SPHERIQUES DE L’ ISTIKMAL
D’IBN HUD DE SARAGOSSE

A la mémoire d’Héléne BELLOSTA

Moha,mad AL HOUJAIRI
Université Libanaise, CNRS-Liban (Equipe ERTSA) et
Société Libanaise d’Histoire des Sciences

RESUME — Cet article porte notamment sur le fameux théoréme de Ménélaiis et ses applications dans
les Sphériques de 1"Istikmal du mathématicien saragocien, Ibn Hud (XI° s.). L’étude est basée essentielle-
ment sur les données du manuscrit « Copenhague Or. 82 » et elle comportera trois parties principales : 1)
une traduction frangaise des textes manuscrits étudiés ; 2) un commentaire mathématique et historique de
leur contenu ; 3) une identification des sources d’Ibn Hid dans le traitement de ce théoréme et ses
applications. Le lecteur y trouvera aussi établis et traduits quelques textes (Ibn ‘Iraq) qui portent sur le
méme théme.

ABSTRACT — (On the Menelaus’s theorem and its applications in the Spherics of al-Istikmal of Ibn
Hud from Zaragoza). This paper focuses particularly on the famous theorem of Menelaus and its applica-
tions in the Spherics of al-Istikmal of mathematician from Zaragoza, Ibn Hud (1 " century). The study is
essentially based on the data of « Copenhagen manuscript Or 82 » and consists of three main parts: 1) A
French translation of the manuscript studied texts; 2) A mathematical and historical comment of their
content, 3) An identification of sources of Ibn Hiid in the treatment of this theorem and its applications.
The reader will also find some established and translated texts (Ibn ‘Iraq) that carry the same theme.






Introduction

1. Vers I’élaboration d’un dossier sur les sphériques gréco-arabes

L’élaboration d’un dossier « satisfaisant» sur le développement des sphériques
gréco-arabes est évidemment une tache séduisante pour les chercheurs. Pourtant il
semble que sa réalisation actuelle soit loin d’étre facile. Parmi les difficultés et les fac-
teurs qui entravent une telle réalisation, nous invoquons les suivants : 1) 1’obstacle im-
posé par I’ignorance de la langue : la plupart des chercheurs ignorent 1’arabe alors que
la plupart des traités sphériques grecs nous sont parvenus grace aux manuscrits €crits
notamment en arabe (traductions et commentaires) ; 2) 1’absence d’une collaboration
efficace entre les chercheurs ; 3) la dispersion des données manuscrites ; 4) la rareté des
données éditées sur I’histoire des sphériques : les travaux scientifiques publiés par les
historiens sur les sphériques gréco-arabes sont trés rares par comparaison avec ceux qui
concernent les autres domaines de 1’histoire des mathématiques arabes ; 5) dans la plu-
part des cas, les travaux menés en histoire des sphériques gréco-arabes sont d’aspect
sélectif et individuel.

R. Rashed et moi-méme avons déja publié en commun un article portant sur les
Spheriques de 'Istikmal d’Ibn Hid [Rashed et Al-Houjairi 2010]. Le présent article
n’est qu’une continuation de ce dernier et tous deux visent a présenter aux historiens des
mathématiques, un dossier sur les sphériques a I’époque d’Ibn Hiid. Toutefois, des le
début, I’objectivité nous impose de reconnaitre que les résultats attendus ne peuvent pas
étre qualifiés de « strictement achevants » et couvrir intégralement le contenu exact des
sphériques a I’époque du mathématicien saragocien. Le probléme auquel nous sommes
ici confrontés réside dans le fait que tout « achévement » probable d’un dossier histo-
rique concernant un ouvrage séparé, traitant une certaine discipline mathématique, doit
dépendre inévitablement de 1’élaboration d’un dossier homologue portant sur le
développement antérieur de la méme discipline. Pour ce qui est du cas des Sphériques
de I’Istikmal — choisies comme sujet d’étude —, parmi les nombreuses questions qui se
posent, nous trouvons, par exemple, les suivantes : sans passer par les contributions de
Théodose (107-43 avant J.-C.), Ménélaiis (actif a la fin du premier siecle apres J.-C.),
Ibn Qurra (mort en 901), Ibn ‘Iraq (mort en 1036) et beaucoup d’autres, comment peut-
on extraire les innovations, identifier les lacunes éventuelles et localiser le développe-
ment conceptuel dans cette ceuvre ? L’étude du texte sphérique de 1’Istikmal nous con-
duit nécessairement a 1’étude des textes antérieurs. C’¢était le cas de notre premier article
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portant sur le commentaire et la généralisation, par Ibn Hud, de la proposition III. 11 des
Sphériques théodosiennes. L’investigation et I’analyse nous ont conduits, en particulier,
aux quatre dernieres propositions des Sphériques de Menélaiis, outre la découverte
d’une grande variété de résultats géométriques intermédiaires, attribués aux mathémati-
ciens, comme Archimeéde (mort en 212 av. J.-C), Ibn Qurra, Ibn ‘Iraq et autres. Mais ces
quatre propositions de Ménélatis, ainsi que les autres résultats mentionnés, représentent
eux-mémes, chacun, des sujets d’étude importants et relativement indépendants. Le
chercheur en histoire des sphériques gréco-arabes est appelé alors, a bien apprendre a
manipuler un réseau compliqué d’échanges de savoirs. L’étude effective d’un tel réseau
par I’historien nécessitera slirement : 1) une bonne organisation des étapes de recherche
; 2) une adoption d’une voie d’investigation claire et relativement optimale.

Actuellement, il nous semble que la meilleure voie susceptible de conduire a
I’élaboration d’un dossier relativement complet sur les sphériques a I’époque d’Ibn Hud,
réside dans le traitement systématique du contenu des Sphériques de 1’ Istikmal : défini-
tion par définition et proposition par proposition, par la méthode empirique d’analyse et
de comparaison avec tous les textes manuscrits similaires disponibles. I1 est évident que
cette méthode est primitive. Mais, elle est aussi certainement univoque et fiable. En
adoptant cette méthode dans le cas des Sphériques de 1’Istikmal, ces derniers peuvent
servir d’origine de repérage d’un traitement de 1’histoire globale des sphériques dans la
Tradition Arabe, mais sans privileges spéciaux. Au cours d’une telle étude basée sur
« la comparaison des textes », les étapes essentielles d’action sont les suivantes : 1)
I’identification des changements conceptuels dans les textes ; 2) I’investigation des
sources et des savoirs transférés ; 3) ’extraction des développements propres a I’auteur
(innovations propres). De telle maniére que I’investigation des sources et la séparation
stricte entre les deux genres de savoirs s’appliquent a tout « objet sphérique » (concept,
définition, proposition, démonstration...) découvert grace a « [’analyse comparative »,
soit dans les Sphériques de 1’ Istikmal, soit dans les autres documents de comparaison
adoptés.

Notre précédent article a été consacré a une proposition d’Ibn Hud, qui integre les
trois dernieres propositions III. 23-25 des Sphériques de Ménélaiis (voir [Ibn ‘Iraq 1998,
p. 101-103, 105-106 (du texte arabe)] et [Ibn ‘Iraq, MSb, folios : 52"-53", 55'-55"]) et
qui introduit une nouvelle démonstration « intrinseque » (purement sphérique) de la
généralisation faite par Ibn ‘Iraq (voir [Ibn ‘Iraq 1998, p. 104] et [Ibn ‘Iraq, MSb,
folios : 54'-54"]) de proposition III. 11 des Sphériques de Théodose [Théodose 1959,
p. 111-112]. II faut souligner que la proposition III. 11, sa généralisation par Ibn ‘Iraq,
ainsi que les propositions III. 22-25 de Ménélaiis, traitent des configurations remar-
quables sur 1’étendue sphérique (en particulier, il semble qu’elles expriment des tenta-
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tives d’examiner 1’analogue sphérique de la configuration euclidienne de Thalgs).
L’importance conceptuelle évidente de ce contenu nécessite certainement 1’acheévement
de I’étude commencée dans I’article ci-mentionné. D’autre part, les Sphériques de
I’Istikmal contiennent deux chapitres couvrant une partie considérable des Sphériques
de Théodose et de Ménélaiis. En partant de cette double richesse des Sphériques d’Ibn
Hud et en se basant sur les résultats établissant la correspondance entre les contenus des
livres de chacun de ces trois auteurs (voir [Hogendijk 1991] et [Al-Houjairi 2005, p. 18-
19, p. 69-70, p. 352-353]), nous estimons que la tdche de constitution d’un dossier
« satisfaisant » sur les sphériques a I’époque d’Ibn Hud (deuxieme moitié du onziéme
siecle), nécessiterait la rédaction de quatre études supplémentaires. Ces études seraient
basées sur des échantillons manuscrits convenablement choisis des textes sphériques
disponibles (Ibn ‘Iraq, Ibn Hud, al-Tust (1201-1274) et autres). De telle maniére que,
outre les études déja publiées, le dossier planifi¢ renferme les titres suivants : 1) Les
propositions III. 22-25 des Sphériques de Ménélailis dans les commentaires des géo-
metres de la Tradition Arabe (Ibn ‘Iraq, Ibn Hud, al-Tusi...). 2) Les Sphériques de
Théodose d’apres les commentaires d’Ibn Hiid. 3) Les Sphériques de Ménélatis d’apres
les commentaires d’Ibn Hud. 4) L’analyse des cas des propositions des Sphériques de
Théodose et de Ménélaiis qui manquent a la liste de 1’Istikmal (en particulier, la
proposition III. 5 de Ménélaiis).

2. Emergence de la trigonométrie et le théoréme des sinus

Les recherches astronomiques et cartographiques durant les IX® et X° siécles furent
a ’origine d’un développement remarquable en géométrie sphérique. Les méthodes
inventées pour résoudre les problémes métriques des arcs sur la surface sphérique ont
abouti, a la fin du X° siécle, a I’émergence d’une nouvelle discipline mathématique in-
dépendante de 1’astronomie, de la cartographie et de la géométrie : la trigonométrie, et a
une réforme importante de la géométrie sphérique. Une fois libérés du théoreme de
Ménélaiis, les géometres comme al-Khujandi (mort en 1000), al-Buzjant (940-998) et
Ibn ‘Iraq ont en effet accumulé des résultats : les formules usuelles de la trigonométrie,
le triangle polaire, etc. [Debarnot 1985, 2002]. Apres ceux-ci, al-Biriin1 (973-1041) et
Nasir al-Din al-Tust menérent cette recherche trigonométrique plus loin. En géométrie
sphérique, Ibn al-Haytham (965-1040) introduisit des méthodes infinitésimales, en assi-
milant les triangles sphériques « suffisamment petits » a des triangles rectilignes
[Rashed 2006]. A coté de ces savants a ’avant-garde de la recherche, d’autres mathé-
maticiens ont continué a étudier I’héritage des anciens : ils ont enrichi le contenu mathé-
matique et amélioré les méthodes. Le mathématicien saragocien, Yisuf al-Mu’taman
Ibn Had (mort en 1085 [478 H.]) appartient a cette derniere catégorie des mathé-
maticiens. S’appuyant sur ses prédécesseurs, il développe, dans son livre intitulé al-
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Istikmal (La Complétion ou bien La Perfection), une « théorie classique » — plutot d’as-
pect pédagogique — des géométries sphériques de Théodose et de Ménélaiis.

Avant la découverte indépendante du théoréme des sinus, a la fin du X° siécle, par
trois géometres de la Tradition Arabe : al-Khujandi, al-Biizjani et Ibn ‘Iraq', toute la
géométrie sphérique reposait en principe sur le théoréme III. 1 des Sphériques de Méné-
latis. Bien que ce dernier ait introduit le concept du triangle (trilatére) sphérique, nous
remarquons que le théoréme mentionné a imposé le quadrilatére sphérique (et non pas le
triangle) comme « unité » de manipulation géométrique : pour résoudre des problémes
sphériques — en I’absence du théoréme des sinus —, les géometres ¢taient obligés d’in-
troduire, a chaque fois, des constructions géométriques supplémentaires dépendant du
probléme posé et d’appliquer régulierement le théoréme de Ménélaiis. Les carac-
téristiques métriques invariantes du « trilatére sphérique », ainsi que la loi
fondamentale de « dualité » régissant le rapport existant entre ses ¢léments géomé-
triques (angles et cotés), sont formulées adéquatement par le théoréme découvert des
sinus. Cette découverte fut évidemment a I’origine des changements substantiels en
mathématiques. Nous nous contenterons de mentionner deux changements observés en
géométrie sphérique : 1) le quadrilatére est remplacé, presque partout, par le triangle
comme « unité corpusculaire » adoptée dans la déduction géométrique sur I’étendue de
la sphére ; 2) les démonstrations sphériques sont considérablement réduites grace a I’éli-
mination des constructions géométriques supplémentaires et occasionnelles qui étaient
autrefois nécessaires pour satisfaire les conditions de validité du théoréme de Ménélatis,
dans les cas des différents problémes géométriques abordés. Notons qu’lbn ‘Iraq a
nommé le théoréme des sinus « la figure qui dispense, al-shakl al-mughni », visant par
cette dénomination a mettre I’accent sur la réduction mentionnée dans les démons-
trations sphériques, due a I’application du théoréme des sinus a la place de celui de
Ménélaiis appelé « la figure secteur, al-shakl al qatta’ ». (Voir infra les commentaires
d’Ibn ‘Iraq des démonstrations de Ménélaiis. [commentaires d’Ibn ‘Iraq 1 ; 2 ; 3]).

3. Sphériques de ’Istikmal d’I1bn Had

Le volumineux livre mathématique de 1’Istikmal est donc attribué’ au mathéma-
ticien andalou Abu ‘Amir Yusuf ibn Hiid Ahmad ibn Huad, dit al-Mu’taman’. Les don-
nées sires, a partir desquelles nous pourrions établir la biographie d’Ibn Hiid comme
mathématicien, sont actuellement insuffisantes. Il est bien connu qu’al-Mu’taman est

' A propos de la discussion engagée sur la priorité de découverte du théoréme des sinus, voir [Debarnot 1985].
2 Voir : al-Akfant, Irshad al-qasid ila asna al-maqasid, dans [Witkam 1959, p. 54 du texte arabe], qui cite « I'stikmal
d’al-Mu’taman ibn Hud ».

3 Sur la vie et les écrits d’Ibn Had, voir, [Hogendijk 1991], [Rashed 1996, p.976-978], [Djebbar 1997] et
[Al-Houjairi 2005, p. 1-4, p. 354-356].
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décédé en 1085 (478 H.) apres avoir gouverné Saragosse pendant quatre ans, de 1081 a
1085 [Ibn al-Abbar 1963, p. 248]. R. Rashed écrit : « I’attribution de 1’Istikmal a Tbn
Hud est de I'ordre de la certitude. Il reste toutefois qu’en ’absence de preuve directe, la
grande prudence s’impose : aucun manuscrit de 1’Istikmal, ou plutét de I'une ou de
I’autre partie de celui-ci, ne porte le nom d’Ibn Hud. » [Rashed 1996, p. 976]. L’ Istikmal
est un « manuel encyclopédique » en mathématiques ; la diversité de ses thémes couvre
tous les domaines des mathématiques classiques a 1’époque d’Ibn Had*. Ce livre porte
sur I’arithmétique, la géométrie euclidienne, la théorie des nombres amiables, la géo-
métrie des sections coniques et la géométrie sphérique. Le contenu de 1’ Istikmal est em-
prunté massivement, et parfois littéralement, a Euclide, Théodose de Tripoli, Ménélaiis,
Apollonius, Ibn Qurra, Ibn al-Haytham, al Nayrizi et aux autres. Il semble que cette
« encyclopédie mathématique » ait été écrite a des fins plutot « pédagogiques » qu’in-
ventives’, elle devait étre destinée aux lecteurs instruits en mathématiques sans étre eux-
mémes forcément des mathématiciens créatifs, particulierement aux philosophes avec
lesquels, comme S3’id al-Andalusti nous en a informés, Ibn Hiid avait bien des intéréts
communs®.

L’Istikmal’ contient deux chapitres sur la géométrie sphérique®. Ces chapitres oc-
cupent les folios 76"-90" du manuscrit « Copenhague, Or 82 »°. Au début de la partie du

* AI-QiftT écrit & propos de ce livre : « al-Istikmal est d’Ibn Hiid en science mathématique, c’est un beau livre som-
maire qui nécessite une épreuve. » [Al-Qiftt 1908, p. 319] .

"L G UA) Jaed ks S by Alalll ple ase (Y Jlsiuyl "
3 Par exemple, dans la partie de géométrie sphérique, Ibn Hiid ne mentionne nulle part le théoréme des sinus, établi a
I’époque d’Ibn Iraq (mort en 1036), une quarantaine d’années avant I’apparition de 1’Istikmal. Ce fait serait certaine-
ment bien compris si I’on acceptait que, méme a 1’époque d’Ibn Hud, le théoreme des sinus représentait aussi un saut
scientifique trés avancé, par comparaison avec le contenu classique hérité de la géométrie sphérique grecque.
6 8a’id al-AndalusT mentionne ce que ‘Abd al-Rahman ibn Sayyid dit : « Quant & Abi ‘Amir ibn al-Amir ibn Hid,
alors qu’il participe avec ceux-ci (on entend les mathématiciens contemporains de Sa’id al-Andalusi) a la science
mathématique, il se distingue parmi eux par la science de la logique, par le soin de la science physique et de la méta-
physique. » [al-Andalust 1985, p. 181]. .

" oY alall g Coalall alally A5all 5 (3latall alay gt sn 3 A Comly 1) alad) b oV e 4 LaA aa 368 asn ) aeY) () ale sl Ll

7 « Pour I’heure, il existe en fait les fragments suivants de I’Istikmal : 1) Les parties géométriques de loin les plus
substantielles, dans le manuscrit Or. 82 de la Bibliothéque Royale de Copenhague et le manuscrit Or. 123-a de Leyde.
2) Le fragment arithmétique dans le manuscrit du Caire, Dar al-Kutub, Riyada 40. Une copie de ce manuscrit et de lui
seul [...] se trouve & Damas, Zahiriyya 5648. 3) Enfin le court fragment cité par un commentateur dans un manuscrit
de la Bibliothéque Osmaniyye d’Hyderabad [...]. A I’exception de ce dernier fragment o1 1’Istikmal est cité, aucun ne
mentionne ni le titre, ni ’auteur ». Voir [Rashed 1996, p. 976, note 5].
¥ Le texte sur la géométrie sphérique de 1’Istikmal est transmis par un seul manuscrit, coté Or. 82 & la Bibliothéque
Royale de Copenhague. Nous notons que, dans les propositions mathématiques, le copiste a écrit les lettres qui dési-
gnent les points des figures, comme on les prononce — a : alif, b : ba’, etc. —. Nous nous sommes permis d’écrire les
lettres comme telles et non pas comme on les prononce, par raison d’économie et parce qu’il n’y a aucune confusion
a craindre.
? Par la suite, cette référence sera désignée par « les Sphériques d’Ibn Hiid ».
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manuscrit'® qui concerne la géométrie sphérique, Ibn Hid expose son plan de travail
ultérieur ; il y décrit une classification des objets sphérico-géométriques abordés. Il
écrit :

La seconde espéce de la quatrieme espéce sur les propriétés des spheres et

des sections qui y sont engendrées sans que les unes soient rapportées aux

autres. Elle se partage en deux chapitres : le premier porte sur les propriétés

des cercles situés dans la sphére sans que les uns soient rapportés aux autres,

le second sur les propriétés des cercles des sphéres, de leurs arcs et de leurs
cordes rapportés les uns aux autres. [Ibn Hid, folio 76"]

) nss ALl i (o Leod Balall g Ll &Y Gal & o g3 G S &
Ala) 2 (e 8N A28 5000 Gal s 8 V) Jladll oillad ) Audly A (an
Y Lemny Ala) oy L U315 L s AY) )33 Gl 53 8 D Jladll g ¢y ) Lgimnd

"

Luar

Nous avons constaté la perte d’une grande partie du premier chapitre'' ; et sa res-
tauration pose un probleme sérieux et difficile a résoudre de facon univoque, car toute
restauration possible suppose I’adoption d’une conjecture probable. Les commentaires
marginaux du manuscrit, qui auraient pu aider au processus de restauration, sont contra-
dictoires". Quant au deuxiéme chapitre, il semble qu’il y ait deux paragraphes perdus
ainsi qu’une partie du troisiéme paragraphe.

Quelques paragraphes du texte manuscrit d’Ibn Hud renferment plusieurs propo-
sitions. Nous avons estimé qu’il était raisonnable de séparer les propositions men-
tionnées par une numérotation auxiliaire qui n’influe pas sur la numérotation des
paragraphes initialement adoptée par 1’auteur. Les propositions principales (com-
mentaires) sont numérotées a 1’aide du symbole (n°). Les propositions intermédiaires de
ce type citées au cours de 1’étude suivante sont traitées en détail dans notre these
doctorale [Al-Houjairi 2005]. A noter que, tout au long de notre étude, les Eléments
d’Euclide (III° siécle av. J.-C.) [Euclide 1993]" et les Sphériques de Ménélaiis [Ibn ‘Iraq
1998]", vont nous servir de références de comparaison. Dans le dernier livre, nous utili-
serons la numérotation adoptée pour le texte manuscrit arabe.

En apportant la rectification minimale nécessaire dans le commentaire historico-
mathématique qui suit, nous reproduisons, pour les échantillons manuscrits choisis, la
démarche de ’auteur en utilisant parfois des notations et des conceptions mathéma-

' Voir la description de ce manuscrit par R. Rashed [Rashed 1996, p. 980-981].

"1 Nous notons que la perte a déja été signalée par J. P. Hogendijk. [Hogendijk 1991].

"2 Voir I’analyse des notes marginales dans [Al-Houjairi 2005, p. 48-51].

'3 Par la suite, cette référence sera désignée par « les Eléments d’Euclide ».

' Ce traité, perdu en grec, nous est parvenu dans une version en arabe due a Ibn ‘Iraq. Par la suite, cette référence
sera désignée par « les Sphériques de Ménélatis-Ibn ‘Iraq ».
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tiques modernes et en y ajoutant des figures géométriques, afin de rendre la mani-
pulation démonstrative accessible.

Il nous reste a exposer bricvement le résumé de notre précédente étude, afin de
faciliter la lecture de cet article".

Dans la géométrie euclidienne, nous trouvons le résultat suivant : si I’une de deux
droites concourantes obliques est coupée orthogonalement par des droites, alors le rap-
port des segments de droites découpés sur les droites concourantes est un rapport in-
variant.

Dans la proposition III. 11 de ses Sphérigues, il semble que Théodose tente d’exa-
miner une configuration similaire sur 1’étendue de la sphére. Voici 1’énoncé de la pro-
position III. 11 de Théodose (Fig. Al) :

Si le pole de paralléles est situé sur la circonférence d’un
cercle le plus grand, que coupent a angles droits deux
cercles les plus grands, dont 1’un est un des paralléles, et
dont I’autre est oblique sur les paralléles ; et si un autre
cercle le plus grand, passant par les pdles des paralléles,
coupe le cercle oblique entre le plus grand des paralleles et 1 / | |
celui qui touche le cercle oblique, le rapport du diamétre de |- /0;
situé entre le cercle le plus grand primitif et le cercle

la sphére au diamétre du cercle que touche le cercle oblique \, e ;.lJ(_)/
i zZK

consécutif passant par les poles, a I’arc du cercle oblique

situé entre ces derniers cercles. [Théodose 1959, p. 111-112] Fig. Al

est plus grand que celui de I’arc du plus grand des paralléles,

Dans cette proposition, a 1’aide d’une démarche « extrinséque » euclidienne, Théo-
dose démontre une certaine inégalité sur le rapport de deux arcs particulieérement choisis
sur deux quadrants des circonférences de deux grands cercles inclinés, ou 1'un de ces

' Dans les commentaires mathématiques, nous avons eu recours aux abréviations suivantes : arc(4B) (I’arc AB) ;
arc(C) (la circonférence du cercle (C)) ; diam(C) (le diamétre du cercle (C)) ; sgm(AB) (le segment de droite AB) ;
crd(AB) (1a corde de arc(4B)) ; hem(4) (I’hémisphere de sommet le point A) ; cercle(AB) (un cercle qui passe par les
points 4 et B); hom(AB) (homologue de arc(4B); Sin(AB) (Sinus de arc(AB); par définition :
hom(AB) = crd(2 arc(AB))) et Sin(AB) =2 crd(2 arc(AB)) =% hom(AB) = R sin(AB), ou R est le rayon du cercle et
sin(AB) est le sinus au sens actuel) ; angle(ABC) (I’angle ABC) ; extr(4) (I’angle extérieur au sommet 4) ; par drt,
nous désignons un angle droit ou bien un quadrant d’un cercle. <> Ces crochets isolent dans le texte arabe ce qui est
ajouté pour combler une lacune dans le manuscrit. Dans la traduction frangaise, ils sont maintenus seulement pour les
titres ; ils sont introduits pour isoler un ajout au texte arabe, nécessaire a la compréhension du texte frangais. [ ] Ces
crochets sont utilisés seulement dans le texte arabe pour indiquer que les mots ou les passages, ainsi isolés, doivent
étre supprimés pour assurer la cohérence du texte. / Ce signe indique la fin du folio d’un manuscrit.
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arcs est le «projeté orthogonal » de I'autre. Il démontre notamment I’inégalité :
d/idy > arc(©B)/arc(HA), ou d est le diamétre de la sphére (S) et
ds = diam[cercle(AAM)]. Nous résumons cette proposition de la maniére suivante.

Considérons la configuration représentée sur la Fig. Al :

1.le point 4 est le pdle des cercles paralleles : cercle(AAM), cercle(NHE) et
cercle(BET) (ce dernier cercle est le plus grand des parall¢les) ;

2. cercle(ABT) est perpendiculaire aux paralléles ;

3. cercle(4EZ) est incliné sur les paralleles, mais il est perpendiculaire a
cercle(ABT) ;

4. H est un point arbitraire sur ’arc mineur, arc(4E) (qui est un quadrant d’une
circonférence de grand cercle) ;

5. le point @ est le « projeté orthogonal » sphérique du point A sur I’arc mineur
arc(EB) (qui est un quadrant d’une circonférence de grand cercle).

Sous ces conditions nous aurons :
arc(BO)/arc(4H) < d/d,.

La démonstration de Théodose se développe comme suit : HP est sur I’intersection
des plans des cercles NHE et AEZ qui sont orthogonaux, chacun, au plan du grand
cercle ABI, donc HP est orthogonal a OP et a PII Le triangle OIIP est rectangle en 11,
donc OP > IIP ; soit T un point de OP tel que PT = IIP, donc les deux triangles rec-
tangles HPT et HPII sont égaux, d’ou angle(HIIP) = angle(HTP). Le triangle HPO est
rectangle en P ; nous avons donc OP/PT > angle(PTH)/angle(POH)'°. Nous avons

PT = PIlI et angle(PTH) = angle(OOB),
par suite
OP/PII > angle(OOB)/angle(POH).
Mais puisque
04 /4% = AZ/AM = PO /Pl et AZ =d, AM = d,,
nous aurons donc
d/dy > arc(©B)/arc(HA).

'* Ce passage n’est pas justifié par Théodose. (Voir [Rashed et Al-Houjairi 2010, p. 230-241.])
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cercle. » (Voir [Ibn ‘Iraq 1998, proposition PR <a S T
B L_gv\-?'l La.l.ﬂJ T |
.22, p.97-98]'7 et [Ibn ‘lriq, MSb, “—’uf,‘l ; ;fk' s U,:U
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Dans cette proposition reprise par Ibn Hid (voir [Ibn Hiid, folio 89'] et [Rashed et
Al-Houjairi 2010, p. 223, note 28]), nous considérons (voir la Fig A2), dans une sphére
(S) de diamétre d et de centre O, un grand cercle (C;) de pdles G et G’ et nous désignons
par (C;) un autre grand cercle oblique sur (C;) et de péle F. Nous marquons sur la
circonférence de (C»), deux points D et E qui ne sont pas diamétralement opposés. Nous
tracons les demi-circonférences arc(GDG’) et arc(GEG') qui coupent arc(Cy), res-
pectivement, aux points C et A. Nous désignons, par B et B’ les points d’intersection de
arc(C)) et arc(C,), par A le point d’intersection de cercle(FGG’) avec arc(C5), qui est
situé sur hem(G) et par d4, dp et dp les diametres des cercles qui passent, respec-
tivement, par les points 4, D et E et qui sont paralleles a (C;). Sous les conditions con-
sidérées, Nous démontrons que

hom(HC) / hom(DE) = (d dy) / (dp d).

S’appuyant sur cette proposition, Ménélaiis établit, dans les propositions III. 23-25
(voir [Ibn ‘Iraq 1998, p. 101-103, 105-106] et [Ibn ‘Iraq, MSb, folios : 52-53", 55"-55'))
de ses Sphériques, quelques inégalités relatives aux arcs considérés, mais il commet
quelques erreurs aussi bien dans 1’énoncé de la proposition III. 25, que dans les démons-
trations des propositions III. 24 et III. 25. Ibn ‘Iraq rectifie ces erreurs, rétablit les
démonstrations de Ménélaiis (voir [Ibn ‘Iraq 1998, p. 103-110] et [Ibn ‘Irag, MSb,
folios : 53"-57"]) et généralise la proposition III. 11 de Théodose. (Voir [Ibn ‘Iraq 1998,
p. 104] et [Ibn ‘Iraq, MSb, folios : 54"-54"].)

Dans une proposition de I'/stikmal, Tbn Hud expose une nouvelle démonstration
« intrinséque » de la généralisation faite par Ibn ‘Iraq de la proposition III. 11 de Théo-
dose et reprend les trois propositions III. 23-25 de Ménélaiis. Nous pouvons réécrire
I’énoncé de cette proposition d’Ibn Hiid de la maniére suivante (voir [Ibn Hid, folio
89'-90" ] et [Rashed et Al-Houjairi 2010]) :

17 Voir I’énoncé de cette proposition reprise plus tard par Ibn Had. [Ibn Hid, folio 89
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I. THEOREME DE MENELAUS ET SES CONSEQUENCES
DANS L’ ISTIKMAL

Par la suite, nous exposons les commentaires, la traduction frangaise et les textes
manuscrits établis des propositions de I'Istikmal qui correspondent aux siXx propo-
sitions : I1L. 1-4, III. 6-7 des Sphériques de Ménélaiis.

I.1. La proposition I11. 5 de Ménélaiis manque a la liste d’Ibn Hiid

Notons tout d’abord que la proposition III. 5 de Ménélaiis manque a la liste d’Ibn
Hud.

Il faut remarquer que c’est précisément ici (dans la démonstration de cette
proposition attribuée a Ménélaiis), nous rencontrons - pour la premiére fois dans I’his-
toire connue - I’introduction d’une égalité des rapports de la forme

SiHAIA'J . SEJ?A2A3 ) SinBlBE' ‘ S:'nBzBs
SinAA, " SinA A, SinBB, SinB B,

Cette égalité introduite et utilisée, sans justification par Ménélaiis, exprime, en fait,
la propriété d’invariance du rapport anharmonique de quatre circonférences de grands
cercles, issues d’un point commun M et qui coupent les circonférences de deux autres
grands cercles B;B:Bj et A;4,A3. (Voir la Fig. A4).

La proposition III. 5 était le théme d’une polémique
intensive durant longtemps dans la Tradition Géométrigue
Arabe. Elle a été abordée par plusieurs géometres :
al-Mahani (mort entre 874 et 880), al-Harawi (930?7-9907),
Ibn ‘Iraq, Nasir al-Din al-Tisi, etc. Ibn ‘Iraq lui-méme avait
traité cette proposition a deux reprises et dans deux travaux
séparés. (Voir [Ibn ‘Iraq, MSa, folios 75v-78r] et [Ibn ‘Iraq,
MSb, folios 36r-38v].) Dans ces écrits, Ibn ‘Iraq expose
I’historique de la proposition, la preuve de Ménélaiis, ainsi Fig. A4
que sa propre démonstration basée sur le théoréme de sinus.

(Voir [Samso 1969].)
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1.2. Commentaires des paragraphes § 9 - § 14 de Sphériques de UIstikmal
§ 9 - Proposition n° 34 .

Soient (C;) et (C;) deux grands cercles de la sphere tels que arce(C)) et arc(C>) se
coupent aux points 4 et C. Si E et G sont deux points arbitraires situés sur la circon-
férence arc(C;), différents de 4 et C et admettant respectivement les points K et L com-
me projections orthogonales sur le plan du cercle (C5), alors

crd(2arc( AE)) sgm( EK )
crd( 2arc( AG )) - sgm(GL ) '

(M

Fig. 1

Preuve.

Les grands cercles (C)) et (C,) se coupent suivant leur diametre commun AC (voir
la Fig. 1). Désignons par H et  respectivement les pieds des perpendiculaires abaissées
des points E et G sur la droite AC. Si les plans des cercles (C;) et (C5) sont perpen-
diculaires, les points H et I coincident alors, respectivement, avec K et L' et la relation
(1) est évidemment satisfaite puisque crd(2 arc(AE)) est égal a 2sgm(EH) et
crd(2 arc(AG)) est égal a 2 sgm(Gl).

Supposons, a présent, que les plans des cercles (C)) et (C,) ne soient pas perpen-
diculaires. Par suite, le point H est différent de K et le point / est différent de L ; les
deux triangles EHK et GIL sont semblables puisqu’ils ont leurs angles égaux deux a

" Les Eléments d’Euclide : « Si un plan est perpendiculaire 4 un autre plan, et si d’un point pris dans un de ces plans,
on méne une perpendiculaire a "autre plan, cette perpendiculaire tombera sur la section commune des plans. »
[Euclide 1993, proposition 38, livre X1, p. 441].



28 Mohamad Al Houjairi

deux™ : angle(EKH) et angle(GLI) sont des angles droits®, angle(HEK) est égal a
angle(IGL)** et par suite, les angles restants angle(KHE) et angle(LIG) sont égaux
aussi ; donc

sgm( EH ) sgm( EK )

sgm(GI ) sgm(GL ) -

Mais

sgm( EH ) crd(2arc( AE ))

sem(Gl)  crd{ 2ae(4G))

car sgm(EH) est égal a Sin(AE) et sgm(GI) est égal a Sin(AG)*. En conséquence, nous
obtenons

crd(2arc( AE)) ~ sgm( EK )
crd(2arc(AG)) sgm(GL) ‘

C.QF.D.

Marie-Thérése Debarnot a indiqué qu’un résultat, presque identique a celui de la
proposition n° 34, est dii a Thabit ibn Qurra*. Ce résultat conduit, selon Debarnot, a une
¢légante démonstration du théoréme III. 1 des Sphérigues de Ménélaiis [Debarnot 1985,
p. 6]. Cette question est abordée également par Hélene Bellosta [Bellosta 2004, p. 145-
168, en particulier p. 158].

§ 10 - Proposition n° 35 (Fig. 2, Fig. 3)

Soient sur la sphere, arc(4B), arc(BC), arc(AD) et arc(EC) quatre arcs non co-
planaires deux a deux, de grandes circonférences, plus petits chacun qu’une demi-cir-

% Ibid. : « Dans les triangles équiangles, les cotés autour des angles égaux sont proportionnels ; et les cotés qui sou-
tendent les angles égaux, sont homologues. » [Euclide 1993, proposition 4, livre VI, p. 143].

2! Ibid. : « Une droite est perpendiculaire a un plan, lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les droites qui la ren-
contrent, et qui sont dans ce plan. » [Euclide 1993, définition 3, livre XI, p. 396].

*2 Chacun des deux angles est aigu et leurs cotés sont deux a deux paralléles.

* Nous notons que ¢’est I'unique passage dans les Sphériques d’1bn Hiid ol nous rencontrons le terme « Sinus ». 11
utilise au début le terme « corde de ['arc double » puis il adopte le terme « homologue de 'arc » qui est égal, par la
giéﬁnition introduite par Ibn Hud, & la « corde de I'arc double ».

¥ Voir « Extrait du livre de Thabit-Ben-Korrah : De la figure du quadrilatére et des rapports composés », dans [Al-
Tas1 1998], livre 5, page 200-201. Al-Tusi, expose, dans cet extrait attribué¢ a Thabit ibn Qurra, une démonstration
identique 4 celle d’Ibn Hud.
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conférence d’un grand cercle de la sphere et tels que le point £ appartienne a arc(4B) et
le point D appartienne a arc(BC).

Si arc(EC) et arc(AD) se coupent au point F, alors les deux relations suivantes sont
satisfaites :

crd(2arc(AB)) crd(2arc(AD))  crd(2arc( FC))
crd(2arc( BE)) crd(2arc(DF))  crd(2arc(CE))’

5 crd(2arc( AE)) crd(2arc(AF)) crd(2arc( DC))
crd(2arc( BE)) crd(2arc(FD)) crd(2arc(CB))

Preuve.

1) Abaissons des points 4, E et F les perpendiculaires sgm(AG), sgm(EH) et
sgm(Fl) au plan de cercle(BC) (voir la Fig. 2). D’aprés la proposition n° 34, nous
avons :

sgm(AG) crd(2arc(BA)) sgm(AG) crd(2arc(DA4))
sgm( EH ) - crd( 2are( BE )) ' sgm( Fl ) - crd( 2are( DF )) ‘

sgm( FI ) crd( 2arc(CF))

et = :
sgm( EH ) crd(2arc(CE))

sgm(AG) sgm(AG) sgm(FIl) 4
sgm( EH ) sgm( Fl ) sgm(EH )

En utilisant I’identité

nous obtenons

crd(2arc( AB)) cerd(2arc(AD)) erd(2are( FC))
crd( 2arc( BE )) - crd(2arc( DF)) crd(2arc(CE)) .

% Cette identité repose sur la composition des rapports utilisée par Euclide au livre VI des Eléments, mais qui ne fait
pas I'objet d’une définition explicite. Thabit ibn Qurra consacre un assez long traité a cette « opération » trés par-
ticuliére. (Voir [Crozet 2004]).
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A EA

Fig. 2 Fig. 3

2) De la méme maniére, abaissons des points 4, B et D les perpendiculaires sgm(AG),
sgm(BK) et sgm(DL) au plan de cercle(CF) (voir la Fig. 3). D’apres la proposition n°

34, nous avons :

sgm(AG) - crd(2are( AE )) sgm(AG) - crd(2arc( AF ))
sgm(BK) crd(2ac(EB))’  sem(DL) crd(2arc(FD))

sgm( DL ) - crd( 2arc( DC ))

et = 3
sgm(BK ) crd(2arc(CB))

sgm(AG) sgm(AG) sgm(DL)
sgm( BK ) - sgm( DL ) sgm(BK ) ’

En utilisant I’identité

nous obtenons

crd(2arc( AE)) cerd(2arc( AF)) crd(2arc( DC ))
crd( 2are( BE )) - crd(2arc( FD)) crd( 2arc(CB)) ‘

Nous trouvons le méme résultat chez Ménélaiis®®, mais avec une démonstration

différente.

* Les Sphériques de Ménélaiis-Ton “Iriq ([Tbn ‘Irdq 1998, livre 111, proposition 1, p. 62-64 (du texte arabe), (tra-

duction allemande, p. 194-197)], [Ibn ‘Irdq, MSb, folios 33"-34") :
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§ 11 - Définition n° 1: la corde du double de arc(4B) s’appelle homologue de

arc(AB).

Proposition n° 36 (régle de quatre quantités).

Si ABC et DEG sont deux triangles sphériques tels que angle(A) soit égal a
angle(D), alors les assertions suivantes sont satisfaites :

si, soit angle(C) est égal a angle(G), soit la somme angle(C) + angle(G) est égale a

deux angles droits, alors

hom(AB)  hom( DE ) _

hom( BC ) - hom( EG ) '

2) si

hom( AB)  hom( DE )

hom( BC) hom(EG)’

alors soit angle(C) est égal a angle(G), soit la somme angle(C) + angle(G) est égale a

deux angles droits (voir la Fig. 4).

« Proposition 1: Les deux arcs CE, BD se coupent au
point A. Des deux points C et B on décrit les deux arcs
CD et BE qui se coupent au point G. On suppose que
chacun de ces quatre arcs soit d'une grande cir-
conférence de la sphere et que chacun soit plus petit
qu’une demi-circonférence. Je dis que le rapport du Si-
nus de ’arc CE au Sinus de 'arc EA est composé du rap-
port du Sinus de 'arc CG au Sinus de I'arc GD et du

rapport du Sinus de I’arc BD au Sinus de I'arc BA. »
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lorsque angle(C) est égal a angle(G), soit lorsque la somme angle(C) + angle(G) est
égale a deux angles droits. D’autre part, d’aprés la proposition n° 35°', nous avons :

hom( IH ) hom(14) hom( BC )
hom( KH ) hom( AB ) hom(CK ) .

(1

Mais puisque hom(CK) = hom(KH), nous aurons :

hom( IH ) hom( 14 )  hom( BC )

hom( CK ) - hom( AB ) hom(CK ) '
d’ou

hom( IH ) hom( 14 )

hom( BC ) - hom( AB )

Et en utilisant les relations
arc(lH) = arc(EG) et arc(Al) = arc(ED),

nous obtenons

hom( EG)  hom( ED )
hom( BC ) hom( AB )
En conséquence,

hom( AB)  hom( DE )
hom{ BC )  hom( EG )

Réciproquement.
2) Supposons que

hom( AB ) hom( DE )
hom( BC ) - hom( EG )

31 L’hypothése de la proposition n® 35 exige que chacun des quatre arcs de la configuration soit plus petit quune
demi-circonférence de grand cercle. Pour que la démonstration soit acceptable, il faut admettre qu’lbn Hud et
¢galement Ménélaiis supposent, implicitement, que chacune des sommes arc(AC) + arc(DG) et arc(BA) + arc(4l)
soit plus petite qu’une demi-circonférence de grand cercle.
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Procédons de la méme maniére que précédemment. Les cotés arc(DE) et arc(EG)
du triangle EGD sont respectivement égaux aux cotés arc(IA) et arc(IH) du triangle
BCA, donc

hom( BC ) hom( IH ) . hom( IH ) hom( 14 )
= , ou bien =

hom( BC ) - hom( AB )

hom( AB ) B hom( 14 )

s e e hom( BC
En « multipliant les deux membres de 1’égalité » par i 22 , hous obtenons

hom( CK )
(voir la note 25 [la composition des rapports])

hom( IH )  hom( BC ) hom( IA) hom( BC )

hom{ BC ) hom(CK ) - hom( AB ) hom(CK )

Mais d’aprés la proposition n° 35%, nous avons :

hom( 14 ) hom( BC ) hom(IH)

hom( AB ) hom(CK ) hom(KH) i

donc,

hom(IH) hom(IH ) hom( BC )
hom(KH)  hom( BC ) hom(CK )

et par suite, hom(KH) est égal a hom(CK). Ainsi, ou bien arc(KH) est égal a arc(CK), ou
bien la somme arc(KH) + arc(CK) est égale a une demi-circonférence de grand cercle.
Dans le premier cas, d’aprés la proposition n® 20 (voir note 30 [proposition n° 20]),
angle(IHA) et angle(C) sont supplémentaires ; dans le deuxiéme cas, d’aprés la propo-
sition n° 24 (voir la note 28 [proposition no 24]), angle(IHA) et angle(C) sont égaux.
Par suite, angle(G) et angle(C) sont soit égaux, soit supplémentaires.

Remarquons que la proposition reste vraie méme lorsque angle(A) et angle(D) sont
supplémentaires. En particulier, si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) angle(A) et angle(D) sont supplémentaires,

32 pour que I"application de la proposition n° 35 soit légitime avec la configuration choisie par Ménélaiis et Ibn Hud,
il faut supposer que chacune des deux sommes arc(AH) + arc(CA) et arc(AB) + arc(Al) est plus petite qu’une demi-
circonférence d’un grand cercle. Ce qui €quivaut a supposer que chacune des deux sommes arc(DG) + arc(CA) et
arc(AB) + arc(DE) est plus petite qu'une demi-circonférence d'un grand cercle.
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b) la somme angle(G) + angle(C) est inférieure a deux angles droits,

hom( AB )
hom( BC )

hom( DE )
hom( EG ) '

alors angle(G) = angle(C)™.

Nous trouvons le méme résultat chez Ménélaiis. Bien qu’lbn Hud utilise dans sa
proposition le terme « homologue » au lieu du terme « Sinus » utilisé par Ménélaiis, la
formulation® textuelle ainsi que la démarche démonstrative de la proposition n° 36
coincident, presque littéralement, avec celles de la proposition correspondante de Mé-
nélatis

Afin d’effectuer une comparaison concréte, nous exposons, par la suite, la propo-
sition mentionnée de Ménélaiis.

Proposition (Les Sphériques de Ménélaiis-Ibn ‘Iraq, proposition III. 2. [Ibn ‘Iraq
1998, p. 64-65], [Ibn ‘Iraq, MSb, folios 34"-35")) :

(S A"

/[34"] Si, dans deux figures
trilatéres, ~ deux  angles dsont Llyj o4 Olssly VRIS [Bye]/
<respectivement> ¢égaux et deux e i
autres angles <respectifs> sont soit (y“"s‘” Sls JL(‘“‘S“ J"L<“"
¢gaux, soit d’une somme égale a Ol &5\5% ;u\...»)Lw.a 3'Jl
deux angles droits, alors les rapports
des Sinus des deux c6tés qui sous- 15} gadfgledt Uiy cagglis 4 “’L’J’"‘
tendent les deux angles respec- ’?M uls ¢ w’ & )- L,}
tivement égaux, aux Sinus des i
autres cOtés qui sous-tendent les »,—f‘«‘"—; | “’5‘ ""U" 7)"1-:"-“ L.b-
deux autres angles - qui sont soit \:E.il,:bji 6‘\5_ J|,> J_A_,jﬁ 220

égaux, soit d’une somme égale a
deux angles droits -, sont deux rap-
ports égaux ; et réciproquement
(voir la Fig.4).

<Exemple>:

soient les deux figures trilatéres
ABC et DEG; supposons que
I’angle en A de la premicre figure
soit égal a I’angle D de I'autre ; que
leurs angles en C et G soient égaux
ou bien de somme égale a deux

52 Gy o3t sl Y
e?"*f“i Al of <giEpluity
S
LIRS TR
SN ;:?w @w:\: 55
L}J}1J\M‘§J1Mau1 <...j 5

J;-L\Ji ..a.s.!....c-\s.li MJJ,U M}LM

33 Cette propriété va étre utilisée implicitement, sous cette forme, dans le paragraphe 14 (proposition n® 39).
¥ Voir la proposition 36 dans la traduction.






I'arc CB au Sinus de ’arc AB sera
égal au rapport du Sinus de H/ au
Sinus de /4 ; et de méme, si nous
permutons, <les rapports> restent
proportionnels ; et si la figure reste
inchangée, le Sinus de I’arc KH sera
égal au Sinus de I'arc KC; et par
suite, les deux angles /HA, ACB, qui
sont aux deux points C et G, seront
/[35"] soit égaux soit de somme
égale a deux angles droits. C’est ce
que nous voulions montrer.
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Ibn ‘Iraq discute la démonstration de la proposition III. 2 de Ménélaiis. Il écrit
([Tbn “Iraq 1998, p. 65], [Ibn ‘Irag, MSb, folio 35']) :
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Si on observe de prés et si l'on
compare ce que nous avons fait dans
« La figure qui dispense » et ce que Mé-
nélaiis a fait dans « La figure secteur »
qui exige plusieurs démonstrations, et si
’on sait que les deux angles 4 et D des
deux triangles sont égaux et que le rap-
port du Sinus de I’arc BC au Sinus de
I’arc BA est égal au rapport du Sinus de
I"arc EG au Sinus de 'arc ED, 11 devient
clair, rapidement, sans long discours et
sans entamer aucune démonstration, a
part I'utilisation de ‘La figure qui dis-
pense’ - qui remplace ‘La figure sec-
teur’ -, que les deux angles G et C sont
soit égaux, soit d’une somme égale a
deux angles droits, puisque leurs deux
Sinus sont égaux. »
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Commentaire sur la note d’Ibn ‘Iragq.
D’aprés le théoréme du sinus, nous aurons (voir la Fig. 4) :

Sin(angl(G))  Sin(angl(D)) g Sin(angl(C))  Sinfangl(4))
= e =

Sinfarc(DE))  Sin(arc(GE)) Sinfarc(AB)) Sin{am(('B}).

D’autre part, nous avons :
angle(d) = angle(D)
et

Sinfarc(GE))  Sin(arc(CB))

Sinfarc(DE))  Sinfarc(AB)) ’

Par conséquent™,
Sin(angle(G)) = Sintangle(C)) ;
par suite, angle(G) et angle(C) sont soit égaux, soit supplémentaires.
§ 12 - Proposition n° 37 (régles des tangentes).

Soient ABC et DEG deux triangles sphériques sur la méme sphére. Désignons par
H (resp. I) le pole de cercle(AC) (resp. cercle(DG)) qui est du méme c6té que B (resp.
E) par rapport au cercle(AC) (resp. cercle(DG)). Si

angle(4) = angle(D) = drt et angle(C) = angle(G) + drt,
alors les deux relations suivantes sont satisfaites (voir la Fig. 5) :
hom(AB) B hom(ED)  hom(BH)
hom(AC) : hom(DG) ’ hom(EI)
hom(BC) — hom(EG) y hom(BH)
hom(CA) B hom(DG)  hom(El)

D

2)

35 Nous trouvons ’énoncé et la traduction du texte du théoréme d’Abii Nasr (la figure qui dispense), par exemple,
dans [Debarnot 1985, p. 111]. Al-Biriini a écrit : « Voie suivie par Abll Nasr, pour la « figure qui dispense », dans la
lettre qu’il m’a adressée : les rapports, les uns aux autres, des Sinus des cotés d'un triangle formé d arcs de grands
cercles d’une sphére sont égaux aux rapports respectifs des Sinus des angles qui leurs sont opposés..
‘__r“Wiaﬁiwl#?kwﬁ\p&&!wifth‘ﬁhupw J!MLJL}.?"."-NJSM‘“Q&F“'J[LH_)LI
R - R i cpan ) Lelans ¢ el Ul 50 et ks e (s
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H

C

Fig. 5
Preuve.
Eliminons le cas trivial qui correspond a 1’égalité arc(oAC) = arc(DG) ; dans ce cas,
d’aprés la proposition n°® 28 (voir la note 27 [proposition n 28]), les deux triangles ABC

et DEG sont égaux et par conséquent, les deux relations 1) et 2) sont évidemment
satisfaites.

Sans restreindre la généralité de la démonstration, nous pouvons supposer que
arc(DG) est plus grand que arc(AC). Soit K un point de cercle(CA) tel que
arc(CAK) = arc(DG).

Désignons par L le point d’intersection de arc(BC) et arc(HK).
D’apres la proposition n° 35 (relation 2), nous avons :

hom( HL )  hom{ HB) hom{ AC )

hom( LK ) hom{ BA) hom(CK ) '
d’ou

) hom( AB)  hom( BH ) hom( LK)

hom( CA ) hom( LH ) hom( KC ) .

Mais d’aprés la proposition n° 28 (voir la note 27 [proposition n° 28]), les deux
triangles LKC et EDG sont égaux.

Par conséquent, arc(KL) = arc(DE) et par suite arc(LH) = arc(El).

En remplagant arc(KL) et arc(LH) par leurs valeurs dans la relation (3), nous
obtenons

hom( AB ) hom{ ED ) hom( BH )

hom(CA)  hom( DG ) hom( EI )
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D’aprés la proposition n° 36, nous avons :

hom( BC )  hom( EG )
hom( AB)  hom( ED ) .

« Composons »*° cette proportion avec la proportion 1), nous obtenons

hom( AB) hom(BC) hom( ED) hom(BH ) hom( EG)
hom( AC ) hom( AB)  hom{ DG) hom(El) hom(ED) .

D’ou

hom( BC )} hom( EG) hom{ BH )

hom( CA ) hom( DG ) hom( EI' ) ‘

Nous trouvons le méme résultat chez Ménélaiis [Ibn ‘Iraq 1998, proposition III. 3,
p. 65-66]. Hormis le fait qu’Ibn Hud utilise dans sa proposition le terme “homologue”
au lieu du terme “Sinus™ utilisé par Ménélatis.

Nous remarquons, comme auparavant, une pseudo-coincidence textuelle dans les
propositions correspondantes des deux auteurs.

Exposons, ensuite, la proposition de Ménélaiis.

Proposition (Les Sphériques de Ménélaiis-Ibn ‘Iraq, proposition III. 3. [Ibn ‘Iraq 1998,
p. 65-66], [Ibn ‘Irag, MSb, folios 35™-35"]) :

H I

H
B B y

Fig. 5a

36 11 s*agit d’une multiplication terme a terme des membres des proportions, (Voir la note 25 [la composition des rap-
ports]). Pour cette opération, lbn Hiid utilise le terme « ajoutons ».
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Sinus de I’arc AC est égal au rapport du = | | i B B el
Sinus de I’angle C au Sinus de I’angle B, 4
le rapport du Sinus de I’arc ED au Sinus o _
de I'arc DG est égal au rapport du Sinus R e P i Y- F
de I’angle G au Sinus de 'angle E et les <=~ Jl J &) o= &S 50
deux angles G, C sont égaux ; alors le FWRH] Ol gLunis % 3 L3sl5s A il
rapport du Sinus de I’arc AB au Sinus de s, i3a |
I’arc AC est composé du rapport du Sinus —_
de 'arc ED au Sinus de 'arc DG et du e "'3““"_
rapport du Sinus de I’angle E au Sinus de 230 == Jl » &0
I’angle B ; mais le rapport du Sinus de sl o on ot s 2l
I’arc BH au Sinus de I’arc LH est égal au
rapport du Sinus de I’angle L — qui est
égal a I’angle £ — au Sinus de I’angle ex- TR
térieur B dont la somme avec I’angle in- oldsles 5;“;"-9“":"“ et & &

S A g s ) A )

térieur B est égale a deux angles droits.  §) o | 25 dnd 20U NEP
Par conséquent, le rapport du Sinus de Sk ANS S g_‘jjf_ = 2%
I’arc AB au Sinus de I’arc AC est com- T, Yoy N gy -

z » . - ,\— 5‘-‘ i el I e
posé du rapport de I’arc BH au Sinus de L < R S
I’arc LH — qui est égal au rapport du Si- A o dl A Bl
nus de I"angle E au Sinus de I’angle B — w55 Al ST L N T
et du rapport du Sinus de I'arc KL au WAl G GalEs SeE
Sinus de I'arc KC. C’est ce qu’il fallait
montrer, » 3 i ¥ 35 :JS .Y 5 :Js5 .

£ g i

Commentaire sur la note d’Ibn ‘Iraq.
Ibn ‘Iraq indique que I’implication*’

Sinfarc( AB))  Sin(arc( KL)) Sin(ac(AC))

Sinfarc( BH ))  Sin(arc( LH )) Sin(arc( KC))
Sin(arc( AB))  Sinfarc({ BH )) Sinfarc( KL))
Sin(arc(AC))  Sin(ac(LH )) Sin(ac(KC))

=

utilisée par Ménélaiis n’est pas bien fondée. Il propose sa propre démonstration basée
sur « la figure qui dispense »**.

37 Contrairement a Ménélaiis, Ibn Hiid explique ce passage logique. 11 écrit que cette implication a lieu, d’aprés la
quatriéme méthode parmi les dix-huit méthodes de composition des rapports (voir la traduction, proposition n® 37).
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Nous avons

Sin(arc( AB))  Sin(angl(C)) Sin{ac( ED)) Sin(angl(G))
Sin(are( AC))  Sin(angl( B)) ' Sin(are( DG ))  Sin{ angl( E ))

et angle(G) = angle(C) ; par suite, nous obtenons (voir la note 25 [la composition des
rapports]) :

Sin(arc(AB))  Sin(angl(C)) Sin(angl(E))
Sinfarc( AC))  Sin(angl( B)) Sin(angl( E))

Sin{angl (G )) Sin(angl ( E))
Sin(angl( E)) Sin(angl(B))

Sin(arc( ED ) Sin( angl( E ))

~ Sin(arc(DG)) Sin(angl(B))

mais
Sin(arc( BH )) Sin(angl( L))
Sin( are( LH )) ) Sin( angl (ext( B )))
et puisque
angle(L) = angle(E)
et que

angle(B) + angle(ext(B)) = 2 dr1,
nous trouvons

Sinfarc(BH ))  Sin(angl( E))
Sin(arc(LH ))  Sin(angl( B )) .

En conséquence

Sin(arc{ AB))  Sin(arc( ED)) Sin(arc( BH ))

Sinfarc( AC)) - Sin(are( DG ))  Sin(arc( LH )) ‘

C.Q.F.D.

3 Dans la démonstration d’Ibn ‘Iraq, puisqu’il a choisi le cas ol arc(DG) > arc(AC), il faut considérer la Fig. 5a. Le
choix indiqué n’influe pas sur le résultat final de la proposition n® 37, puisque les sinus de deux angles sup-
plémentaires sont égaux.
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§ 13 - Proposition n° 38.

Soient ABC et DEG deux triangles sphériques sur la méme sphére ; et soit K (resp.
L) le pole de cercle(AC) (resp. cercle(DG)) qui est du méme coté que B (resp. E), par
rapport au cercle(AC) (resp. cercle(DG)). Désignons par H le point d’intersection de
arc(KB) et de arc(AC) et par I celui de arc(LE) et de arc(DG).

Si angle(4) = angle(D) # drt et angle(C) = angle(G) # drt, alors

hom( AH )  hom( DI )

.(Voir la Fig. 6)
hom( HC ) hom{ IG )

Fig. 6

Preuve.

Considérons les deux triangles BHC et EIG. Nous avons
angle(H) = angle(l) = drt et angle(C) = angle(G) # drt.
D’apres la proposition n® 37 (relation 1), nous déduisons

hom( IE)  hom( BH ) hom( EL)
hom( 1G ) hom(CH ) hom( BK )

D’ou
hom(CH ) hom( BH ) hom( EL)

(1) :
hom( Gl ) hom( El ) hom( BK )

Procédons, par analogie, pour les deux triangles BHA et EID, nous trouvons

hom( AH )  hom( BH ) hom( EL)

@) .
hom( DI ) hom( EI ) hom( BK )
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En comparant les deux derniéres relations, nous obtenons

hom( AH )  hom(CH )
hom( GI ) .

hom( DI )

C.Q.F.D.

Nous trouvons, comme auparavant, le méme résultat chez Ménélaiis [Ibn ‘Iraq
1998, proposition III. 4, p. 67-68]. Hormis le fait qu’Ibn Hud utilise dans sa proposition
le terme « homologue » au lieu du terme « Sinus » utilisé par Ménélaiis, nous remar-
quons une quasi-coincidence textuelle dans les propositions correspondantes des deux
auteurs. Pour démontrer les deux relations (1) et (2) de la proposition n°® 38, Ménélaiis et
Ibn Hud doivent considérer, dans leurs démonstrations, deux couples de triangles
rectangles intermédiaires : (AHB, DIE) et (BHC, EIG). En comparant les textes des deux
auteurs, nous trouvons qu’lbn Had démontre seulement la relation (1) qui peut étre
démontrée, en considérant le premier couple de triangles. Le texte d’Ibn Hud contient
une longue phrase répétée. Il semble qu’il y ait une erreur de copiste. Malgré la diffé-
rence indiquée, la démonstration conserve la méme forme chez les deux auteurs.

Exposons, par la suite, la proposition mentionnée de Ménélaiis.

Proposition (Les Sphériques de Ménélaiis-Ibn ‘Iraq, proposition III. 4. [Ibn ‘Iraq 1998,
p. 67-68], [Ibn ‘Iraq, MSb, folios 35'-36])

Soient deux figures trilatéres telles que

FRIgCect iy
gl B N e G5 13
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les angles a la base sont non droits et égaux,
chacun a son angle homologue. Si on méne
des sommets des deux figures leurs hauteurs,
alors les Sinus des arcs découpés sur la base
sont proportionnels. (Voir la Fig. 6).

<Exemple :>

soient deux figures trilatéres ABC et
DEG. Que I’angle en A soit égal a I’angle en
D, que I'angle/[36] en C soit égal a I'angle
en G et qu'aucun de ces angles ne soit droit.
Menons des deux points B et £ deux perpen-
diculaires aux bases AC et DG, soient BH et
El Je dis que le rapport du Sinus de 'arc AH
au Sinus de ’arc HC est égal au rapport du
Sinus de I'arc DI au Sinus de 'arc IG.

<Démonstration >
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posons les poles des deux arcs AC et DG
les deux points K et L. Puisque les deux an-
gles aux points H et [ sont droits, les deux
angles aux deux points D et 4 sont égaux et
que les deux points K et L sont les pdles des
deux arcs AC et DG, donc le rapport du Sinus
de I’arc AH au Sinus de I’arc D/ est composé
du rapport du Sinus de ’arc BH au Sinus de
’arc EI et du rapport du Sinus de I’arc £L au
Sinus de I’arc BK. De méme, les deux angles
en H et [ des deux bases sont droits et les
deux angles en C et G sont égaux et non
droits, donc le rapport du Sinus de I’arc CH
au Sinus de 'arc G/ est composé du rapport
du Sinus de I’arc BH au Sinus de |'arc £/ et
du rapport du Sinus de ’arc EL au Sinus de
I’arc BK. Par conséquent, le rapport du Sinus
de I'arc AH au Sinus de I’arc D/ est ¢gal au
rapport du Sinus de I'arc CH au Sinus de
I’arc GI. Si ’on permute, ils seront égale-
ment proportionnels. C’est ce que nous vou-
lions démontrer.

§ 14 - Proposition n° 39.

est bissecteur de angle(ABC) si et seulement si
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1. Si ABC est un triangle sphérique et si D est un point de arc(4C), alors arc(BD)

) hom( BA)  hom( BC )

hom( AD ) B hom( CD ) .

si et seulement si

2. Si DBC est un triangle sphérique et si 4 est un point sur le prolongement de
arc(CD), alors arc(BA) est bissecteur de I’angle adjacent supplémentaire de angle(CBD)

(2)

hom( DB ) hom( DA )
hom( BC)  hom(AC) .
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A A
D b 4. .7
C@ )
B B B
Fig. 7 Fig. 7a Fig. 7b

Preuve.

1. Supposons que angle(ABD) = angle(DBC), (voir la Fig. 7).
Nous trouvons, d’apres la relation

angle(BDA) + angle(BDC) = 2 drt,

que les deux triangles BAD et BCD vérifient I’hypothése de la proposition n°36 (1). Par
conséquent

hom({ BA ) hom( BC )

hom( AD)  hom(CD ) '
Réciproquement (voir la Fig. 7), si la relation (1) est satisfaite, les deux relations
angle(BDA) + angle(BDC) = 2 drt et angle(CBA) < 2 drt, entrainent 1’égalité
angle(CBD) = angle(DBA*°.
2. Considérons maintenant les deux triangles 4ABD et ABC (voir la Fig. 7a). L angle
A est commun aux triangles ABD et ABC et la somme angle(DBA) + angle(CBA) est

égale a deux angles droits, donc ces deux triangles vérifient I’hypothése de la pro-
position n° 36 et par suite

hom( DB )  hom( DA )

hom( BC )  hom(AC)

Réciproquement, supposons que la relation (2) soit satisfaite et désignons par C’ le
point diamétralement opposé au point C (voir la Fig. 7b). Nous avons :

hom(BC) = hom(BC') et hom(AC) = hom(AC").

Ce qui entraine la relation

39y . -
Voir le commentaire de la proposition n°® 36.
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hom( DB )

hom( DA )

hom( BC')

ABC', nous trouvons

hom( AC') .

En appliquant le résultat de la proposition n° 36 au couple des triangles ABD,

angle(DBA) = angle(ABC).

Nous trouvons, chez Ménélaiis, les mémes résultats

propositions exposées par la suite :

Proposition (Les Sphériques de Ménélaiis-Ibn ‘Iraq, proposition IIL. 6. [Ibn ‘Iraq 1998,

p. 72-73], [Ibn ‘Irag, MSb, folios 38"-39'])

Si I'angle d’une figure trilatére
est divisé en deux moitiés, les
rapports des Sinus de deux cotés aux
Sinus des arcs découpés sur la base
sont égaux. La réciproque et la
permutation sont ¢galement va-
lables.

<Exemple >

soit la figure trilatére ABC. Que
I’arc BD partage I’angle B en deux
moitiés.

Je dis que le rapport du Sinus de
I’arc AB au Sinus de I’arc AD est
¢gal au rapport du Sinus de I'arc
BC au Sinus de I'arc DC, (voir la
Fig. 7).

<Démonstration >

Puisque ABD et CBD sont des
figures trilatéres ayant les angles

ABD et CBD égaux et les angles en
D sont de somme égale a deux
angles droits, donc le rapport du
Sinus de I’arc BA au Sinus de I’arc
AD est égal au rapport du Sinus de
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formulés dans deux



I’'arc BC au Sinus de I’arc CD. Si
I’on permute, ils restent également
proportionnels. Que maintenant le
rapport du Sinus de I’arc AB au
Sinus de I’arc BC soit égal au rap-
port du Sinus de I’arc AD au Sinus
de I’arc DC.

Je dis alors que I’arc BD partage
I’angle B en deux moitiés, (voir:
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Fig. 7a et Fig, 7b). RS s

<Démonstration >

"
S 2

Puisque les deux angles en D
sont aussi d’une somme égale a
deux angles droits, le rapport du Si-
nus de 1’arc AB au Sinus de ’arc
AD est égal au rapport du Sinus de
I’arc BC au Sinus de 'arc CD et
que les angles /[39"] ABD et DBC
ne sont pas de somme égale a deux
angles droits, I’angle ABD est égal
donc a I’angle DBC. »

!: 1: Xotlaer clamex LY il :133 2,
.W:kﬁé.a‘:#r:*q.i

Ibn ‘Irdq commente la démonstration de Ménélaiis, il écrit :

M¢énélaiis a construit ceci, en se basant sur ce qu’il a montré dans la pro-

position 2 (livre 11I). L application de la « figure qui dispense » nous dispense

de cette construction qui devient comme une répétition. ([Ibn ‘Iraq 1998, p. 73],

[Ibn “Irag, MSb, folios 39])

SR KB, gl a3 L3 L B VUL s g5 S
"ot 5SS D1 1k g ghind

Proposition (Les Sphérigues de Ménélatis-Ibn ‘Iraq, proposition II1. 7. [Ibn ‘Iraq 1998,
p. 73-74], [Ibn ‘Irag, MSb, folio 39')) :

Supposons, de la méme manicre, que I’an- ) ﬂ‘@L"':J‘ Z}i‘m""
<> & G et Gp Ly
Qw}é,_. ."nw:“ 5 Aagda : ‘3\;21}
R S RN R

gle qui succéde a I’angle ABC** soit divisé
en deux moitiés par I’arc BD (voir la Fig. 7b).
Je dis que le rapport du Sinus de I’arc AB au

“ C’est-a-dire 'angle adjacent supplémentaire a I'angle ABC.
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Sinus de I’arc BC’ est égal au rapport du
Sinus de I'arc AD au Sinus de 1’arc DC”’ et
réciproquement.

<Démonstration :>

Puisque les deux figures 4ABD et C'BD
sont trilatéres ayant I’angle D commun et la
somme des angles ABD et C'BD ¢gale a deux
angles droits, le rapport du Sinus de I’arc 48
au Sinus de I’arc AD est égal donc au rapport
du Sinus de 'arc BC’ au Sinus de I’arc C'D.
La permutation est valable aussi et la
réciproque est évidente.,

<_F-} > 2 ‘_f«r}_e n._..-:- JL 2 |I J}e
3| &K.:.‘d N <lasi> S5
;éj\ is_’)“} Cb&:bf :435'& ‘1}3 2 o
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II. Conclusion

Bien que I’on trouve, dans Les Sphériques de 1’ Istikmal, des énoncés plus généraux
que ceux de Théodose®, le niveau des contenus mathématiques et démonstratifs de ces
propositions d’Ibn Hiid ne dépasse pas, dans la plupart des cas, celui des Sphériques de
Théodose et de Ménélaiis. En effet, Ibn Hod rassemble des propositions des Sphériques
de Théodose et de Ménélaiis ; mais le(s) auteur(s) de 1’Istikmal n’utilise(nt) presque
nulle part la technique avancée du triangle sphérique pour réduire les démonstrations. 11
faut noter ici que Ménélaiis a lui-méme procédé a la reformulation de quelques énoncés
de Théodose. Mais, il faut également remarquer que 1'Istikmal contient des démons-
trations dignes d’attention. Par exemple, dans le deuxieme chapitre, Ibn Hud énonce et
démontre un théoreme remarquable en géométrie sphérique. C’est le théoreme déja
mentionné qui généralise la proposition III. 11 des Sphériques de Théodose et integre
les propositions III. 23-25 des Sphériques de Menelaiis [théoréme d’Ibn Hud]. C’est
pour établir ce théoréme — contrairement a Ibn ‘Iraq qui expose une démonstration eu-
clidienne — que le(s) auteur(s) de I’Istikmal procéde(nt) par une méthode de géométrie
« intrinséque ». Ibn Hud a-t-il lui-méme fait cette découverte, ou I’a-t-il empruntée pour
I’intégrer a un livre a vocation synthétique et encyclopédique comme 1 'Istikmal ? Nous
I’ignorons mais n’avons trouvé pour I’heure aucun prédécesseur d’Ibn Hud qui ait en-
trepris une telle recherche et démontré ce théoréme de géométrie sphérique de cette
maniere [Rashed et Al-Houjairi 2010]. La démonstration de 1’égalité des angles a la
base d’un triangle sphérique isocele* semble comporter également un aspect innovant.
Cette démonstration est basée sur les deux premiers cas d’égalité d’un couple de trian-
gles sphériques (c’est-a-dire, lorsque les cotés des deux triangles sont respectivement
égaux ou bien lorsqu’un angle de I’un des triangles est égal a un angle de I’autre et que
les cotés qui entourent I'un de ces angles sont respectivement égaux a leurs homologues
de I’autre triangle). Malheureusement, les démonstrations des deux cas mentionnés se
trouvaient vraisemblablement dans les paragraphes perdus du deuxiéme chapitre. Bien
que la plupart des tournures terminologiques de I'/stikmal soient empruntées, nous
remarquons que le langage utilisé dans les énoncés ainsi que dans les textes des dé-
monstrations est parfois moins exact et moins judicieux que chez les autres mathé-

# La généralisation est ici, en général, d’aspect purement accumulatif consistant 4 reformuler plus d’une proposition
en une seule ; voir par exemple les propositions des paragraphes 18 et 19 des Sphériques d’lbn Hud [Al-Houjairi
2005, vol. 1 : p. 255, 285 ; vol. 2 : p. 46, 53].

2 Voir les propositions n° 20 et n® 21 [Al-Houjairi 2005, p. 73, 74].



54 Mohamad Al Houjairi

maticiens connus comme al-Khayyam ou Ibn ‘Iraq. Le texte manuscrit contient un nom-
bre élevé de fautes grammaticales. Nous rencontrons parfois dans les propositions des
conditions superflues ainsi que des passages géométriques erronés. Dans plusieurs cas,
les démonstrations ne couvrent pas toutes les possibilités que 1’on doit considérer, elles
se limitent a des cas particuliers.

II faut avouer cependant, que 1’apparition d’un nouveau style de rédaction « en-
cyclopédique » en mathématiques dans un livre comme 1’ Istikmal, nous place devant un
probléme épistémologique. Roshdi Rashed écrit : « Toute la question en revanche reste
de savoir quand et pourquoi ce style de rédaction encyclopédique en mathématiques, qui
¢tait jusque-la I’apanage des philosophes, comme Ibn Sina dans al-Shifa’, a été récupéré
a I’ouest islamique par les mathématiciens, a I’exemple d’Ibn Hud. Celui-ci, héritier des
grands mathématiciens — Banli Miisa, Ibn Qurra, Ibn Sinan, Ibn al-Haytham, Ibn al-
Sambh...— pouvait engager cette rédaction encyclopédique. » [Rashed 1996, p. 979].

A D’époque d’Ibn Hud, 1'Istikmal représentait un grand ouvrage scientifique alors
que sa composition exigeait, sans doute, une longue formation polyvalente en mathé-
matiques et un travail quasi-perpétuel sur la rédaction des textes. Il est donc trés peu
probable, que ce livre ait pu étre composé pendant les intervalles de repos d’un dirigeant
politique. Nous sommes enclins a penser que 1’Istikmal a été écrit par un groupe d’au-
teurs sous la direction d’un dirigeant politique qui est probablement Ibn Hud. Il semble
¢galement que I’écriture d’un tel « manuel encyclopédique » en mathématiques ait été
une partie d’une plus grande tache consistant a rédiger des livres portant sur d’autres
disciplines scientifiques : I’analyse du texte manuscrit montre, par les emprunts littéraux
et massifs aux prédécesseurs, que I’Istikmal devait étre un genre classique d’un manuel
encyclopédique en mathématiques et il était alors planifié pour inclure 1’astronomie,
I’optique et I’harmonique.

L’ Istikmal ne couvre pas entierement le contenu des Sphériques de Théodose et de
Ménélaiis. Certaines propositions de ces livres manquent a la liste d’Ibn Huad. C’est le
cas, par exemple, de la proposition III. 5 de Ménélaiis qui était un sujet d’un débat in-
tensif dans la Tradition Géométrique Arabe. Bien qu’lbn ‘Iraq, en se basant sur le
théoréme de sinus, ait démontré cette proposition a deux reprises bien connues, les au-
teurs de I’Istikmal soit n’étaient pas au courant de cette démonstration, soit ils étaient
décidés a ne pas franchir la limite connue et bien comprise des sphériques grecques
classiques.

Enfin, il faut noter qu’en comparant le texte d’Ibn Hud avec celui de Ménélaiis (tel
qu’on trouve dans le livre d’Ibn ‘Iraq) et avec les commentaires propres d’Abu Nasr,
nous remarquons que les Sphériques de I’Istikmal refletent une tendance — bien que trés
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faible en I’absence du théoréeme des sinus — vers une reprise par des démonstrations
« intrinséques » de quelques théorémes sphériques.

III. TEXTES MANUSCRITS ET TRADUCTIONS

§ 9 -. <Proposition n° 34> (Les Sphériques d’Ibn Hud) [Ibn Hud, folios 82%-83"], (voir

la Fig. hl)

Soient deux grands cercles sur la
surface de la sphére. sur 1'un des-
quels on sépare, a partir de I'un de
leurs deux points d’intersection, deux
arcs, chacun plus petit qu’un demi-
cercle. On meéne de 'extrémité de
<chacun de ces> deux arcs, deux per-
pendiculaires au plan de
cercle. Alors le rapport de la corde du
double de I'un des deux arcs a la
corde du double de l'autre arc, est
comme le rapport de la perpen-
diculaire menée de Dextrémité du
<premier arc> a la perpendiculaire
menée de 'extrémité de ’autre arc,

I’autre

que les arcs soient du méme cété ou
non.
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HEK est égal a I’angle IGL. Mais les
deux angles EKH, GLI sont droits,
donc les deux triangles EHK, GIL
sont semblables ; par suite, le rapport
de EH a GI est comme le rapport de
EK a GL. Mais le rapport de EH a GI
est comme le rapport de la corde du
double de I'arc AE a la corde du
double de I'arc AG - puisque ce sont
leurs Sinus - donc le rapport de la
corde du double de I'arc AE a la
corde du double de I’arc AG est égal
au rapport de la perpendiculaire EK a
la perpendiculaire GL.

Si 1'un des deux arcs AE, AG est
du co6té de AF, on montre ce que
nous avons dit de la méme maniére.
C’est ce que nous voulions mon-
trer. »
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moyenne proportionnelle entre les
deux perpendiculaires AG et BK. Le
rapport de la perpendiculaire AG a la
perpendiculaire BK est donc composé
du rapport de la perpendiculaire AG a
la perpendiculaire DL et du rapport
de la perpendiculaire DL a la perpen-
diculaire BK. Quant au rapport de la
perpendiculaire 4G a la perpendi-
culaire BK, il est comme le rapport de
la corde du double de I'arc AE a la
corde du double de I’arc BE ; quant
au rapport de la perpendiculaire AG a
la perpendiculaire DL, il est comme
le rapport de la corde du double de
I’arc AF a la corde du double de 'arc
FD; et quant au rapport de la
perpendiculaire DL a la perpendi-
culaire BK, il est comme le rapport de
la corde du double de I’arc DC a la
corde du double de I’arc CB, comme
on I’a montré dans ce qui précede.
Alors le rapport de la corde du double
de I'arc AE a la corde du double de
I’arc EB est composé du rapport de la
corde du double de 1’arc AF a la cor-
de du double de I'arc FD et du rap-
port de la corde du double de I'arc
CD a la corde du double de I’arc CB.
C’est ce que nous voulions montrer.
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§ 11 - <Proposition n° 36> (Les Sphériques d’1bn Hud) [Ibn
Hid, folios 83"-84"], (voir la Fig. h4).









tionnels ; mais 1’arc IH est égal a
I’arc EG et I’arc Al est égal a 1’arc
ED, donc le rapport de I’homologue
de I'arc CB a I’homologue de I’arc
AB est égal au rapport de I’homo-
logue de I'arc EG a ’homologue de
I’arc ED.

<Réciproquement> De méme, sup-
posons que 1’angle qui est au point A
soit égal a I’angle qui est au point D
et que le rapport de I"homologue de
I’arc CB & I’homologue de I'arc AB
soit égal au rapport de I’homologue
de I'arc EG a I’homologue de I'arc
ED.

Je dis que les deux angles qui sont
aux deux points C et G sont soit
égaux, soit d’une somme égale a
deux angles droits.

Démonstration : si nous procédons
comme précédemment, le rapport de
I’homologue de I’arc CB a I"homo-
logue de I'arc AB est comme le
rapport de I’homologue de HI a
I’homologue de Al et si nous per-
mutons ils restent également pro-
portionnels ; puisque la figure reste
inchangée, I’homologue de 1I’arc HK
est égal a I’homologue de I’arc KC et
par suite, les deux angles THA et
ACB qui sont aux deux points C et G
sont soit égaux, soit d’une somme
égale a deux angles droits. C’est ce
que nous voulions montrer. »
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deux points C et G soient égaux et
non droits et que H et [ soient les
deux poles <respectifs> des deux
arcs AC et DG.

Je dis que le rapport de I'homo-
logue de I'arc AB & ’homologue de
I’arc AC est composé du rapport de
I’homologue de I’arc ED a I’homo-
logue de I'arc DG et du rapport de
I’homologue de I’arc BH a ’homo-
logue de I’arc EI.

Démonstration : posons |'arc CK
égal a I’arc DG et menons ’arc HK
<qui rencontre BC en L>, L’arc KL
est égal a 'arc DE et I'arc LH est
égal a ’arc £/, mais puisque la figure
reste inchangée, le rapport de
I’homologue de I'arc 4B a ’homol-
ogue de I’arc BH est composé du rap-
port de 1’homologue de I'arc AC a
I’homologue de 1’arc CK et du rap-
port de I’homologue de I'arc KL a
I’homologue de ’arc LH, et le rap-
port de I’homologue de I'arc BA a
I’homologue de I’arc CA est composé
du rapport de I’homologue de I'arc
BH a I’homologue de I'arc LH et du
rapport de I’homologue de I’arc LK a
I’homologue de I’arc KC, d’apres le
quatricme cas parmi les 18 cas de
composition des rapports. Mais 1’arc
KC est égal a I'arc DG, 'arc KL est
égal a I’arc DE et I'arc LH est égal a
El. Donc le rapport de I’homologue
de I'arc AB a I’'homologue de I’arc
AC est compos¢ du rapport de 1'ho-
mologue de 1'arc ED a 1’homologue
de larc DG et du rapport de
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I’homologue de I’arc BH a ’homo-
logue de I'arc EL 11 est clair aussi
que le rapport de I'homologue de
I’arc BC a I’homologue de I'arc CA
est composé du rapport /[84"] de
I’homologue de I’arc EG a ’homo-
logue de I'arc DG et du rapport de
I’homologue de 'arc BH a "’homo-
logue de I'arc El, parce que, si nous
inversons le premier rapport, le rap-
port de I’homologue de C4 a I’homo-
logue de I’arc AB sera égal au rapport
de I’'homologue de DG a I’homo-
logue de DE multipli¢ par le rapport
de I’homologue de £/ a I’homologue
de BH.

Si nous ajoutons*® aux deux rap-
ports équivalents le rapport de
I’homologue de AB a I’homologue de
BC qui est égal - comme l'on a
montré dans la proposition précé-
dente - au rapport de I’homologue de
DE a I’homologue EG, le rapport de
I’homologue de CA4 a I’homologue de
AB multipli¢ par le rapport de
I’homologue de AB a I’homologue de
BC, qui est ¢gal au rapport de
I’homologue de AC a I’homologue de
BC, devient équivalent au rapport de
I’homologue de l'arc DG a
I’homologue de DE multipli¢ par le
rapport de ’homologue de DE a I’ho-
mologue de EG, qui est égal au rap-
port de I'homologue de I'arc DG a
I’homologue de GE, multiplié par le
rapport de I’homologue de EJ a I’ho-
mologue de BH, il reste alors le

* 11 s’agit d’une multiplication.
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ces angles ne soit droit. Menons des
deux points B et E deux perpen-
diculaires respectives aux bases AC
et DG, soient BH et EI.

Je dis que le rapport de I"homo-
logue de I’arc 4AH a I’homologue de
I'arc HC est égal au rapport de
I’homologue de I’arc D/ a I’homo-
logue de I’arc /G.

Démonstration :

posons les poles des deux arcs AC
et DG les deux points respectifs K et
L. Puisque les deux angles aux points
H et I sont droits et les deux angles
aux deux points C et G sont égaux et
non droits, le rapport de I’homologue
de I’arc CH a I’homologue de I’arc
GI est alors composé du rapport de
I’homologue de I’arc BH a ’homo-
logue de I’arc El et du rapport de
I’homologue de I'arc EL a I’homo-
logue de I'arc BK, de sorte que le
rapport de I’homologue de I’arc AH a
I’homologue de I’arc DI est égal au
rapport de ’homologue de I’arc CH a
I’homologue de 1'arc GI/; si on
permute ils seront également propor-
tionnels. C’est ce que nous voulions
montrer. /[85"]
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logue de I’arc AD est égal alors au
rapport de I’homologue de 1’arc
BC a I’homologue de 1’arc CD ; si
on permute, ils seront également
proportionnels.

Si le rapport de I'homologue de
I’arc AB a I’homologue de I’arc BC
est égal au rapport de I’homologue
de I’arc 4D a I’homologue de I’arc
DC, je dis que I'arc BD divise
’angle ABC en deux moitiés.
Démonstration (voir la Fig. h7):
puisque la somme des deux angles
qui sont en D est égale a deux
angles droits et le rapport de I’ho-
mologue de AB a I'homologue de
AD est égal au rapport de I"homo-
logue de BC a '’homologue de CD,
et la somme de deux angles qui
sont en B n’est pas égale a deux
droits, I’angle ABD est ¢gal donc a
’angle DBC.

Que I'angle qui succede a I'angle
DBC, dans le triangle DBC, soit
également divisé en deux moitiés
par I’arc AB. (Voir la Fig. h7a)

Je dis que le rapport de I'homo-

logue de I'arc DB & I'homologue
de I'arc BC est ¢gal au rapport de
’homologue de I'arc D4 a
I’homologue de I'arc AC et réci-
proquement aussi.
Démonstration (voir la Fig. h7a):
puisque I’'angle 4 est commun aux
deux triangles ABD et ABC et que
la somme des deux angles DBA et
CBA est égale a deux angles droits,
le rapport de I’homologue de 1’arc
DB a I’homologue de I’arc BC est
égal alors au rapport de ’homo-
logue de I'arc DA a I’homologue
de I'arc DC. La réciproque est
évidente. C’est ce que nous vou-
lions montrer.
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IV. PROPOSITION III. 5 DE MENELAUS

Enoncé :
Soient ABC et DEG deux triangles sphériques de cotés respectifs : a = arc(BC),
b = arc(AC), ¢ = arc(AB) et d = arc(EG), e = arc(DG), g = arc(DE).
Si les triangles considérés vérifient les conditions :
1) angle(A) = angle(D) = drt,
2) angle(C) = angle(G) < drt,

3) chacun de deux cotés b = arc(AC) et e = arc(DG), est plus petit qu’un quart
d’une circonférence de grand cercle de la sphére,

alors I’égalité (1) est satisfaite.

—_— e T

Sin(BC+CA) _ Sin(EG+GD)
Sin(BC-CA) Sin(EG-GD)

(1)

Analyse

Explicitons tout d’abord le sens « trigonométrique » de 1’égalité (1)* :

Nous avons :

* L’hypothése entraine que I'angle B est aigu, mais ’angle C est également aigu ; par suite @ > b et a > ¢ ; de méme
les angles E et G sont aigus, par suite d > e et d > g; en effet, si par exemple 1"angle B n’était pas aigu, I’arc de grand
cercle qui est perpendiculaire en B a arc(4B), devrait couper are(AC) en un point C’ de telle maniére que arc(4AC) soit
plus grand ou égal a arc(AC") qui est égal a un quadrant de grande circonférence ; ce qui contredit I"hypothése.
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g a tg d

g

) ) — +/ +1

(1) = Sin(a+b) sz(d +e) - g b _ge
Sinfa-b) Sin(d -¢) g a _J g d _y

tg b g e

89 _1gd
tgh Ige

Concréetement, nous obtenons

ga tgd I

tgb tge cos(angle(C ))"
C.-a-d.
clg a=clg b . cos (angle(C)).

La démonstration de Ménélaiis se développe de la maniére suivante (voir la Fig.

AS) : il construit sur la circonférence de grand cercle portant I’arc CB, les deux points K
et L de sorte que

arc(CL) = arc(CK) = arc(CA).

Par analogie, pour le deuxiéme triangle, il construit les deux points O et F sur la
circonférence de grand cercle portant I’arc GE de sorte que

arc(GF) = arc(GO) = are(GD).

La forme de 1’égalité a démontrer (1), devient alors :

SinLB _ SinFE

— —

SinKB  SinOE

Ménélaiis considére ensuite la circonférence de grand cercle décrit autour du point
C choisi comme pole.

I suppose que les prolongements de arc(AL), arc(AC), arc(AK) et arc(AB) coupent
cette circonférence, respectivement aux points N, S, M et H. Le point H est alors le pdle
de arc(ACS), car angle(ASH) et angle(HAS) sont des angles droits.
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Il joigne arc(CM) et arc(CN), chacun de ces deux arcs est un quadrant. Alors
angle(KCM) est égal a angle(MCS)* et angle(LCN) est égal a angle(NCS). Par analogie,
pour I'autre figure duale, angle(EGQ) est égal a angle(QGX) et angle(FGR) est égal a
angle(RGX). D’autre part, angle(MCS) est égal a angle(QGX) et angle(NCS) est égal a
angle(RGX), car angle(C) est égal a angle(G).

Mais puisque les points C et G sont les poles respectifs de arc(NH) et arc(RI), nous
avons arc(MS) est égal a arc(XQ) et arc(NS) est égal a arc(RX); donc arc(MH) est égal
aarc(QlI).

Ensuite Ménélaiis introduit, sans justification, la propriété de rapport anharmonique
de quatre circonférences de grands cercles qui passent par le point 4 de la surface sphé-
rique.

Dans le cas considéré, ces circonférences sont celles qui portent arc(AN), arc(AS),
arc(AM) et arc(AH) et qui coupent les circonférences portant arc(LB) et arc(NH). L’in-
variance du rapport anharmonique s’exprime alors sous la forme :

* En effet. Soit 4" le point d’intersection de arc(ACS) et arc(AKM), qui est le point diamétralement opposé 4 A. Dans

le triangle CKA4', la somme arc(KC) + arc(CA’) est égale alors a une demi-circonférence de grand cercle (car

arc(CK) = arc(CA)), arc(CK) est plus petit qu'un quadrant et arcf(CM) et un quadrant; donc

angle(KCM) = angle(MCS) et arc(A’M) = arc(MK). Voir la proposition 1. 29, dans [Ibn ‘Irdq, MSb, folios 13"-14]:
A

M

Proposition 1. 29 : Si la somme de [\ (EV ch::.nlij é.ul:'.l'. :};::J!n
{.icux cotés d_ ur}c ﬂglzl'rc trilatére est ¢gale 13) ‘@U*’{ g s _}_<..« . 3 i
a une demi-circonférence de <grand> G e o O il

- et Ty = R 2
cercle, alors I'arc <de grand cercle> qui (&' (38 OB ‘3}31:"7‘1"‘2‘»‘5 crigles laa
divise en deux moitiés I'angle entouré el s L2 \gjl G [sve]/ 4 i
par les deux cotés, divise également la 3
base en deux moitiés et il est un qua- .

s - =0 s 4 a8 I =g R
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et il est un quadrant.
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== —_— — —

@) SinLB SinCK  SinNH SinSM

—

—

SinKB SinLC  SinMH SinNS
En utilisant I’1identité

—

SinLB  SinLB SinCL SinCK

—

SinKB  SinCL SinCK SinKB

et I’égalité arc(CL) = arc(CK), Ménélaiis trouve la relation

SinLB _ SinLB SinCK
SinKB  SinCL SinKB
et d’apres la proportion (2), il déduit 1’égalité

— —

SinLB  SinNH Sin M.
SinKB  SinNS Sin MH

De la méme maniére, il obtient pour la figure duale 1’égalité

SinFE  SinIR SinQX

SinEQ  SinRX SinQl

Mais
arc(MH) = sin(Ql), arc(MS) = arc(QX) et arc(NS) = arc(RX).
Par suite

hom( BA ) B hom{ BC )
hom(AD)  hom(CD) "

C.Q.F.D.

Ibn ‘Iraq a écrit a propos de la démonstration de Ménélaiis :

M¢énélaiis était vague dans la démonstration de cette proposition : soit il en
avait voulu mettre le lecteur de son livre en face d’une difficulté®, soit il

* Le mot douteux du texte manuscrit arabe (voir : [Ibn ‘Iraq, MSb, folio 37", /. 10, cinquiéme mot] et [Ibn ‘Iriq 1998,
p. 69 (1. 24, onziéme mot)]) doit se lire «<N&ly, ¢.-a-d. : « Mettre quelqu 'un intentionnellement en face de confusion,
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avait disposé de tout ce qu’il a eu besoin pour accomplir la démonstration qui

lui paraitrait claire d’un bref coup d’eeil. (voir [Ibn ‘Iraq, MSb, folio 37", /. 9-
12] et [Ibn ‘Iraq 1998, p 69 (Z. 24), p. 70 (1. 1-2)])

Lo il b3 OIS 5l ai€ b ki) neis ) aal 3y Ll (JEE 13 Gla ) e sYULe g 258"

' B S DT B ) b gy

en lui posant une question de réponse difficile et ambigué ». Ce mot s’utilise également comme terme médical :

« ostéoclasie ». 11 semble que Krause ait lu ce mot fautivement «<&», ¢c.-a-d. : « Acceptation de la part de blamé, de

ce qui satisfait le blamant ; sentir la culpabilité. » Voir [Ibn Manzur 2003, vol. 10, p. 22, 294], ol I'on trouve
I"explication suivante : .

¢ dza iy ale Gl 4y 31 o0 m e ATl AR

La racine du mot «SU&hy est un verbe « <ieiy» qui signifie : « poser 4 quelqu’un une question 4 propos de quelque
chose qui vise a le mettre en état de confusion et de difficulté » )
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Proposition I1L5 ([Ibn ‘Irag, MSb, folios 36"-37"], [Ibn ‘Iraq 1998, p. 68-69]
(Voir la Fig. AS).

Si parmi les angles aux deux bases de deux
figures trilatéres, deux angles <respectifs>
sont aigus et égaux et deux autres sont droits ;
et si chacun des deux cdtés qui sous-tendent
les deux angles restants dans les deux figures,
est plus petit qu'un quadrant de <grand>
cercle, alors le rapport du Sinus de la somme
de deux arcs entourant I’angle aigu égal de
I'une de deux figures, au Sinus de leur
différence, est comme le rapport du Sinus
/[36"] de la somme de deux arcs entourant
I’angle aigu égal de ’autre figure, au Sinus de
leur différence.

Que les deux figures trilatéres soient ABC
et DEG, que les deux angles aux deux points
A et D soient droits, que les angles aux deux
points C et G soient aigus et égaux, et que
chacun des deux arcs CA4 et DG soit plus petit
qu’un quadrant.

Je dis que le rapport du Sinus de la somme
des deux arcs BC et CA au Sinus de la
différence entre BC et CA est comme le
rapport du Sinus de la somme des deux arcs
EG et GD au Sinus de la différence entre £G
et GD. En effet, on prolonge ’arc BC jusqu’a
L, on pose chacun des deux arcs CK et CL
¢gal a I’arc AC ; on mene les deux arcs AK et
AL et on décrit autour du point C, choisi
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comme pdle, un arc HMSN de grand cercle.
Le point H est alors un péle de I’arc ACS, car
chacun des deux arcs AH et HS est
perpendiculaire a <I’arc> AS. On méne les
deux arcs CM et CN. Puisque I'arc AC est
¢gal a I'arc CK et que I'arc AC n’est pas un
quadrant de <grand> cercle alors que arc CM
est un quadrant de <grand> cercle, I'angle
KCM est égal a 'angle MCS. De la méme
mani¢re on montre aussi que 'angle LCN est
¢gal a I’angle NCS.

On méne aussi I’arc EGF et on pose chacun
des deux arcs GF et GO égal a I’arc DG ; on
trace les deux arcs DO et DF. On décrit
autour du point G choisi comme poéle, ’arc
IOXR de grand cercle; et comme
précédemment, on montre que la ligne GO
divise aussi I'angle £GX en deux moiti¢s et
que la ligne RG divise I'angle FGX en deux
moitiés. L’angle MCS est égal donc a I’angle
QGX et I'angle NCS est égal a I'angle RGX.
Les deux points C et G sont deux pdles
<respectifs> de deux arcs HMSN et IQXR,
donc I’arc MS est égal a I’arc QX et I’arc NS
est égal a I’arc RX. Par suite, I’arc MH est
¢gal a I'arc /Q. Puisque les arcs AH, AM, AS
et AN sont menés du point A au deux arcs
BCL et HSN, le rapport du Sinus de ’arc LB
au Sinus de 1’arc BK est composé du rapport
du Sinus de ’arc BL au Sinus de 'arc LC et
du rapport du Sinus de I’arc LC au Sinus de
I’arc CK et du rapport du Sinus de I’arc CK
au Sinus de I’arc KB. Ce rapport est comme le
rapport compos¢ du rapport du Sinus de |’arc
BL au Sinus de I'arc LC et du rapport du
Sinus de I’arc CK au Sinus de ’arc KB, car
I’arc CL est égal a ’arc CK. /[37"]' Mais ce
rapport est comme le rapport composé du
rapport du Sinus de 1’arc NH au Sinus de ’arc
NS et du rapport du Sinus de I’arc MS au

5! Le texte manuscrit contient ici une longue phrase répétée [Ibn
dernier mot de la ligne 2 (folio 37")].
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Sinus de 'arc MH. On montre également que
le rapport de Sinus de I'arc FE au Sinus de
I’arc EO est compos¢ du rapport du Sinus de
I’arc IR au Sinus de 1'arc RX et du rapport du
Sinus de I"arc QX au Sinus de 'arc Q. Mais
on a montré que les arcs HM, <MS> et NS
sont respectivement égaux aux arcs /0, QX et
XR. Par suite, le rapport du Sinus de I’arc LB
au Sinus de I’arc KB est comme le rapport du
Sinus de I’arc FE au Sinus de I'arc £0. C’est
ce que nous voulions montrer. »

qd}-“é 1.._-n-"-° =4 a-\-uu-f‘ Lo ‘E‘F' M?;é.:_h “w? ke ; t

ﬂw:*dkf;iwé"dw
S s AIS - s
o3 Ggld J = .38 O 2U5,
Jika = Al [Hwv]/ O’Mj] S =
s_)".?" .._._...'-- LS :f‘ u.i”i cL....._Jl
_b-‘:-‘*dg‘}' S d e
WS'J35--’“_J'5—"J)J--’*
o3 gt J = o35 ST 2B,
e ’l'“”‘ 2 a:_:._.jt u_.a} “[5’_,—

tbyy—ori o AYa G W b ghases LY
l'.«.ﬁdn.&ﬁ lagdsld | i‘;:.U'I '\r:l'l RETEIHTERN |
Laé..ﬂd.a R R PRI P TS ] ._,:..«.FU .8
(O pd A (Ol gadis s B> sk
':4—-:}«5:.- cl_.h} sl ‘,_s,a- bLAr,'l—a-g.,d_;b.
e S LT-G | I  ORE - N {J CtSe-S [ B
HEAL PRI T R BTSN TN |
5L,-»d:b,=rr.\'.eb;‘_;»:&jt.\aeL_;,¢
E»JJJ::JJJJE.\J\‘.U-»;,::J»O,\V

A5 e 14




BIBLIOGRAPHIE

Sources manuscrites

IBN HUD, Yisuf al-Mu’taman, Roi de Saragosse, [XI® S.] Kitab al-Istikmal (Le Livre de Complétion
(Perfection). MS Or. 82 de la Bibliotheque Royale de Copenhague.

MS d’IBN ‘IRAQ, Abii Nasr Mansiir, [XI° S.a] Magdla fi islah shakl min Kitab Manala’is fi-1 Kuriyyat
(Article sur la rectification d’une proposition du livre des Sphériques de Ménélaiis). Patna, MS
2468, folios 75"-78".

— [XI° S.b] Isiah Kitab Manald'iis fi-1 Kurlyyat (Rectification du livre des Sphérigues de Ménélaiis),
Leiden, MS Or 930.

Sources imprimées

AL-ANDALUSI S@’id, Tabagat al-umam (Les Classes des nations), éd. Bi’alwan, Beyrouth, 1985.
AL-HOUJAIRI, M., L 'Encyclopédie d’Ibn Hiid, thése doctorale (Univ. Paris 7, 2005), vol. I et I1.
AL-QIFTI, Jamal al-Din, Ta rikh al-hukama’ (Histoire des sages), éd. Julius Lippert, Leipzig, 1908,

AL-TusI, Nasir al-Din, Traité du Quadrilatére (Kitab al-Shakl al-qatta’). Livre attribué a Nasir al-Din al-
Tiis1, traduit (en frangais) par Alexandre Pacha Caratheodory, Constantinople, 1891 ; réimpr. F.
Sezgin, coll. Islamic Mathematics and Astronomy, vol. 47, Frankfurt, 1998.

BELLOSTA, Héléne, Le Traité de Thabit ibn Qurra sur /a figure secteur, Arabic Sciences and Philosophy,
vol. 14, n° 1, 2004, p. 145-168. Cet article a été repris et augmenté dans : Thabit ibn Qurra —
Science and Philosophy in Ninth-Century Baghddd, R. Rashed (¢d.), Berlin, 2009, p. 335-390.

CROZET, Pascal, Thabit ibn Qurra et la composition des rapports, Arabic Sciences and Philosophy, vol.
14, n® 2, 2004, p. 175-211. Cet article a ¢té repris et augmenté par 1’édition et la traduction du
texte, dans : Thabit ibn Qurra — Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdad, R. Rashed
(éd.), Berlin, 2009, p. 391-535.

DEBARNOT, Marie-Thérése, Al-Birani, Kitab Maqalid “ilm al-hay’a, La Trigonométrie sphérique chez les
Arabes de I’Est a la fin du X° siécle, édition et traduction par M.-Th. Debarnot (Damas, 1985).

—*“Trigonometria”, dans Storia della Scienza, vol. IIl, Istituto della Enciclopedia Italiana (Rome, 2002),
p. 432-447.

DIJEBBAR, Ahmed, « La rédaction de I'Istikmal d’al-Mutaman (Xle s.) par Ibn Sartag un mathématicien
des XIII°-XIV* siécles », Historia Mathematica, vol. 24, 1997, p. 185-192.



80 Mohamad Al Houjairi

EUCLIDE, Les Eléments d’Euclide. Traduction francaise dans le livre “Les Euvres d’Euclide”, F. Peyrard,
Paris 1819 ; nouveau tirage. Paris 1993.

HOGENDIIK, Jan, “The Geometrical Parts of the Istikmal of Yusuf al-Mu’taman ibn Had (11th century).
An Analytical Table of Contents”, Archives internationales d’histoire des sciences, 41, (1991),
p. 207-281.

IBN AL-ABBAR, Muhammad, al-Hulla al-saiyra’ (Le Costume en soie), éd. Hussain Monés (Le Caire,
1963), vol. 11.

IBN “IRAQ, Abii Nasr Mansiir, Die Sphdérik von Menelaos aus Alexandrien in der Verbesserung von Abii
Nasr Mansiir B. ‘Al B. ‘Irag. Max Krause, coll. Abhandlungen der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Géttingen, Philologish-Historische Klasse, 3% série, n° 17, Berlin, 1936 ;
réimpr. F. Sezgin, coll. Islamic Mathematics and Astronomy, vol. 37, Frankfurt, 1998.

IBN MANZUR, Abii al-Fadl Jamal al-Din Muhammad, Lisan al-’Arab (nouvelle version). Dar Sader
Publishers, Beirut, 2000-2003.

RASHED, Roshdi et AL-HOUJAIRI, Mohamad, Sur un théoréme de géométrie sphérique : Théodose,
Ménélaiis, Ibn “Iraq et Ibn Hid, Arabic Sciences and Philosophy, vol. 20, n® 2 (2010), p. 207-
253.

RASHED, Roshdi, Les Mathématiques infinitésimales du IX° au XI° siécle, vol. 1, Londres, 1996.
— Les Mathématiques infinitésimales du IX* au XI° siécle, vol. V, Londres, 2006.

SAMSO, Julio, Estudios sobre Abii Nasr Mansiir b. “AlT b. Iraq. Barcelona, 1969,

THEODOSE, Les Sphérigues de Théodose de Tripoli. Trad. Paul Ver Eecke, Paris, 1959.
WITKAM, Jan Just, De egyptische Arts 1bn al-Akfani, (Leiden, 1989).



	Pages de khronos3(1-19)
	somme1
	Pages de khronos3_Page_21 (20 files merged)
	Pages de khronos3_Page_41 (20 files merged)
	png2pdf


